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Streszczenie. W pracy przedstawiono bazujacy na metodzie Pronye'go algorytm identyfi-
kacji modutu relaksacji liniowych materiatéw lepkospr¢zystych opisanych modelem
Maxwella. Udowodniono, ze jesli rzeczywisty modut relaksacji dany jest czteroelemen-
towym modelem Maxwella, a jego pomiary nie sa obciazone zaktéceniami, to algorytm
ten zapewnia identyfikowalnos$¢ rzeczywistych parametréw modutu relaksacji. Pokazano,
ze wszystkie zadania obliczeniowe algorytmu sg dobrze postawione w sensie Hadamarda
i podano konieczne i dostateczne warunki stosowalnosci algorytmu do zadania identyfi-
kacji czteroelementowych modeli Maxwella. Efektywno$¢ algorytmu zilustrowano wy-
znaczajac funkcjg relaksacji naprgzen probki korzenia buraka cukrowego w warunkach
stanu jednoosiowego odksztalcenia oraz dla danych Lanczosa.

Stowa kluczowe: lepkosprezystosé, funkcja relaksacji naprezen, model Maxwella, meto-
da Prony'ego, algorytm identyfikacji

WPROWADZENIE

W zakresie niewielkich deformacji zwiazek pomiedzy odksztatceniem &(t) a napre-
zeniem O'(t) w izotropowych materiatach lepkospre¢zystych opisuje calkowe réwnanie
konstytutywne [Fliigge 1967, Derski i Ziemba 1968]

t
olt)= [Glt-2)&(a) da (1)
gdzie G(t) jest liniowym modutem relaksacji (jednoosiows funkcja relaksacji). Réwna-

nie (1) wynika z zasady superpozycji Boltzmanna i jest wlasciwe dowolnym liniowym
systemom stacjonarnym. Bazujac na modelach mechanicznych ztozonych z liniowych
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elementéw sprezystych i lepkich zwiazek pomigdzy odksztalceniem a naprgzeniem

w materiale lepkosprezystym mozna takze opisa¢ za pomoca liniowego réwnania réz-

niczkowego postaci:
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w ktorym interpretacja fizyczna statych b; i d; zalezy od struktury modelu [Fliigge

1967].

Powszechnie przyjgtym sposobem opisu zjawiska relaksacji naprezen zachodzacego
w materiale liniowo lepkosprezystym jest uogdlniony model Maxwella o strukturze
przedstawionej na rysunku 1. Jednoosiowa funkcja relaksacji naprezen G(t) przyjmuje

dla modelu Maxwella posta¢ [Derski i Ziemba 1968]
k _
Glt)=Y E, 3)

j=1
gdzie E; oznaczaja moduly sprezystosci, 7; =1j; / E; to czasy relaksacji, natomiast
7; sa wspltczynnikami lepkosci dynamicznej, k oznacza liczbg gatezi w modelu
(rys. 1). Moduly sprezystosci E; oraz czasy relaksacji 7; wyznacza sig zazwyczaj na

podstawie  dyskretnych pomiaréw funkcji relaksacji G(t) zgromadzonych

w standardowym tescie relaksacji naprezen [Gotacki 1998, Rao 1999]. Problem identy-
fikacji modelu Maxwella (3) jest wigc zadaniem aproksymacji danych pomiarowych
suma dodatnich funkcji wyktadniczych. Jak wiadomo, problem aproksymacji danych
suma funkcji wyktadniczych (3) jest zadaniem skomplikowanym, stosunkowo trudnym
w implementacji, a przede wszystkim zle postawionym [Kammler 1981, Varah 1985].
Standardowe metody identyfikacji, takie jak nieliniowa metoda najmniejszej sumy
kwadratéw, nie sa wigc skutecznym narzedziem wyznaczenia parametréw modelu
Maxwella (3). W ciagu ostatnich kilkudziesigciu lat opracowano kilka specjalnych me-
tod aproksymacji danych pomiarowych suma funkcji wyktadniczych [Kammler 1979,
Evans i in. 1980, Ruhe 1980]. Osborne [1975] a nastgpnie Osborne i Smyth [1995],
Pisarenko [Ouibrahim 1989] oraz Petersson i Holmstrom [1998] zastosowali do rozwia-
zania tego zadania ideg starej osiemnastowiecznej metody Prony’ego [1795].

W tej pracy zastosowano modyfikacje metody Prony’ego przypisywana Hildebran-
dowi [1956], ktéra w przypadku czteroparametrowych modeli Maxwella prowadzi do
bardzo prostego w implementacji schematu identyfikacji. Funkcje relaksacji naprezen
materiatéw liniowo lepkosprezystych dane sa wykladniczym szeregiem Prony'ego,
zastosowanie metody Pronye'go do identyfikacji parametréw tego modelu, jest wigc
zaréwno naturalne, jak i bardzo dogodne, co wykazano w tej pracy.

Metoda Pronyego i jej modyfikacje sa od lat stosowane do identyfikacji i modelo-
wania systemow i sygnalow w automatyce [Trudnowski i in. 1998, Hasanovic i in.
2004], do modelowania i identyfikacji systeméw napedowych [Lu i in. 2001, Tawfik
i Morcos 2001, Hasanovic i in. 2004], a takze w systemach radarowych [Younan 2000].
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Rys. 1. Model Maxwella (o — naprezenie)
Fig. 1. Maxwell model (o - stress)

Juz od kilkudziesigciu lat znajduje ona réwniez zastosowanie do modelowania i prze-
twarzania sygnaléw [Ribeiro i in. 2003], w tym sygnaléw radiowych [Street i in. 2000],
a nawet w technikach detekcji min [Brooks i Maier 1996] i lokalizacji uszkodzen i awa-
rii [Tawfik i Morcos 2001]. Metoda Prony'ego jest takze stosowana w algorytmach mode-
lowania oraz przetwarzania sygnatéw w biologii [Fargues i in. 1993] i w medycynie [Szi-
Wen 2000]. Uniwersalno$¢ metody Prony'ego potwierdzaja réwniez jej zastosowania w
algorytmach z zakresu sztucznej inteligencji: w technikach sieci neuronowych [Farrokhi i
Isik 1994] oraz sterowaniu opartym na zbiorach rozmytych [Lu i in. 2001].

MATERIAL I METODY

Problem identyfikacji funkcji relaksacji materialow biologicznych

Funkcje relaksacji G(r) materialéw roslinnych mozna przyblizy¢ [Chen i Chen
1986, Bzowska-Bakalarz 1994, Golacki 1998, Rao 1999] stosujac czteroelementowy
model Maxwella, w ktérym funkcja relaksacji dana jest suma dwu dodatnich funkcji
wyktadniczych:

G(t) = Ele™™ + Eye ™ @)

gdzie a; = l/z'j, j=12.

Funkcje relaksacji G(f) mozna wyznaczy¢ eksperymentalnie rejestrujac site reakcji
prébki badanego materialu w standardowym tescie relaksacji naprezen, podczas ktérego
prébka najpierw $ciskana jest gwattownie wzdluz osi az do uzyskania zalozonego od-
ksztatcenia, a nastgpnie rejestruje si¢ przebieg sity reakcji probki w czasie utrzymujac
state odksztatcenie [Gotacki 1998, Rao 1999].

Bedziemy zaklada¢, ze przeprowadzono eksperyment dyskretny (test relaksacji na-
prezen), ktérego rezultatem jest zbidr pomiaréw funkcji relaksacji G(t,-) dla 1, 20,
i=0,L...,N-1.
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Problem identyfikacji modelu Maxwella polega na wyznaczeniu takich parametréw
E, i E, oraz a; i a,, dla ktérych model (4) najlepiej przybliza dane eksperymentalne
{G(zi )}. W klasycznie sformutowanym zadaniu wyboru optymalnego modelu postaci
(4) wspodtczynniki sprezystosci E; i E, oraz wykladniki @, i a, dobiera sig tak, aby
model (4) przyblizal wyniki eksperymentu jak najlepiej w sensie najmniejszej sumy
kwadratéw

(El,g:i?l,az) 12: [G(z,.) - (Ele—alt ¥ Ezgw)]z (5)

Jak wiadomo, nieliniowy problem $redniokwadratowej aproksymacji danych suma
funkcji wyktadniczych (5) jest nawet w rozpatrywanym w tej pracy przypadku sumy
dwu funkcji wyktadniczych trudny numerycznie [Kammler 1979, Varah 1985]. Takze
istnienie jego rozwigzania mozna wykaza¢ tylko wéwczas, gdy nalozy si¢ dodatkowe
ograniczenia na klas¢ modeli (3) lub zbiér danych do$wiadczalnych. Kammler [1979]
wykazal, Ze jezeli ciag danych pomiarowych (tu: {G(ti )}) jest monotonicznie malejacy,
to optymalny model postaci (4) istnieje i zaréwno parametry E; jak i wyktadniki a; sa
dodatnie. Lanczos [1956], a nastgpnie Kammler [1979] oraz Varah [1985] pokazali, iz
w rozpatrywanym tu zadaniu aproksymacji ciagu monotonicznie malejacego suma dwu
funkcji wyktadniczych, moze istnie¢ kilka modeli optymalnych. Lanczos wskazat takze
na skrajng wrazliwo$¢ wyktadnikéw a; na nawet bardzo male zaburzenia danych.

Standardowe numeryczne techniki minimalizacji, takie jak algorytmy kierunkéw po-
prawy lub metody kierunkéw sprzgzonych, nie sa wigc skutecznym narzg¢dziem rozwia-
zania zadania (5), szczegélnie wowczas, gdy nie dysponujemy dobrym punktem starto-
wym. W tej pracy do identyfikacji modelu (4) zastosowano modyfikacj¢ metody Pro-
ny’ego.

Zastosowanie metody Prony’ego do identyfikacji modelu Maxwella

Rozwazmy problem identyfikacji czteroelementowego modelu Maxwella postaci (4).
Dany jest zbiér pomiaréw {ti,G(ti )}, i=01,..,N—1 przeprowadzonych w sta-
tych odstepach czasu A4, tzn. t; = iA.Dla t; = iA zachodza réwnosci

G(,) = Glid) = Erq) + Exq,', i=0,1,...,N -1 )
gdzie

a

= gy=e®t @)
Niech ¢, i g, beda pierwiastkami nast¢pujacego réwnania algebraicznego
4>+ pag+p =0 ®)

Latwo sprawdzi¢, ze zachodza nastgpujace liniowe réwnania réznicowe

Gltj2)+ p2Glisi)+ piG(;) =0, i=0,1,...,N -3 )
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ktére po wprowadzeniu notacji wektorowo-macierzowej

Gly)  Gln) -G(n)
W = G(.tl) G(.tz) 7 U= _Q(ta) C p= {lﬁ} (10)
: : : D>
Gley_s) Gley-,) ~Glty-y)
mozna zapisa¢ w zwartej postaci
U=Wp 11)

Stosujac do réwnania (11) metod¢ najmniejszych kwadratéw, czyli minimalizujac
kwadratowy wskaznik jakosci identyfikacji ||U -W p"2 zalezny od wektora p, otrzy-

mujemy nastgpujace oszacowanie wektora wspotczynnikéw uktadu réwnan réznico-
wych (9)

p=Www|'wiu (12)

Znajac wspélczynniki p; i p, mozemy latwo policzy¢ pierwiastki ¢, i g, réwna-

nia kwadratowego (11) oraz na podstawie wzoréw (10) parametry a1 a, .

a =-In(g,)/4 i a, =-In(g,)/4 (13)

Parametry E, i E, wyznaczymy na podstawie ukladu réwnan (6). Definiujac wek-

tor wszystkich pomiaréw U oraz wektor parametréw E imacierz Q :

1 1 Glz,)
N Glt E
o=| ® | g W | Ez{q (14)
: : : E,
A’ @ Gley-1)
uktadu réwnan (6) mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci
U=0E (15)

Stosujac ponownie metodg najmniejszych kwadratéw do réwnania (15), tzn. mini-

N 2
malizujac wskaznik kwadratowy "U -QE " wzgledem wektora E , otrzymujemy

1 ~
E=lo"o)'0"0 (16)
Wobec tego parametry modelu Maxwella (4) mozna wyznaczy¢ na podstawie po-
miaréw funkcji relaksacji naprezen G(r) stosujac procedure przedstawiona w nastep-

nym rozdziale.

Technica Agraria 4(1) 2005
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WYNIKI I DYSKUSJA

Algorytm identyfikacji funkcji relaksacji naprezen
Krok 1. Przeprowadz eksperyment dyskretny i wyznacz zbiér pomiaréw {G(ti )}
funkcji relaksacji G(t) przeprowadzonych w stalych odstgpach czasu A4, t; =id4, dla
i=01..,N-1.
Krok 2. Utworz macierz i wektor pomiaréw W oraz U o strukturze (10), a nastgp-
nie wyznacz wektor parametréw p zgodnie z wzorem (12).
Krok 3. Oblicz pierwiastki ¢; i g,, réwnania kwadratowego (8), a nastgpnie wy-

znacz wyktadniki a;i a, na podstawie wzoréw (13).

Krok 4. Utworz macierz Q oraz wektor pomiar6w U o strukturze (14), a nastgpnie
oblicz wektor wspoétczynnikéw sprezystosci E stosujac wzor (16).

Latwo zauwazy¢, ze w obu formutach najmniejszych kwadratéw (12) i (16) macie-
rze WI'W i QTQ to macierze 2 X 2 wymiarowe, wyznaczenie ich odwrotnosci nie

wymaga wigc stosowania numerycznych technik wyznaczania macierzy odwrotnych.
Roéwniez rozwigzania réwnania kwadratowego (8) dane sa wzorami analitycznymi.

Identyfikowalnos$¢

Podstawowym i oczywistym wymaganiem stawianym kazdej metodzie identyfikacji
jest zadanie aby w przypadku, gdy badany proces opisany jest modelem z przyjetej
klasy, a jego pomiary nie sa obciazone zaklGceniami, metoda gwarantowata jedno-
znaczne wyznaczanie rzeczywistego opisu procesu, czyli zapewniala jego identyfiko-
walno$¢ [Bubnicki 1980]. Dla przedstawionego algorytmu rozstrzyga to nastgpujace
twierdzenie, jego dowd6d podano w Dodatku A.

Twierdzenie 1. Jesli rzeczywisty modut relaksacji G(t) opisany jest sumq dwu do-

datnich funkcji wyktadniczych G(t) = Ele_a‘t + Eze_azt, gdzie a, # a,, a jej pomiary
G(tl-) nie sq obciqzone zaktoceniami, to przedstawiona procedura identyfikacji prowa-

dzi do wyznaczenia rzeczywistych parametréw E, i E, oraz a, i a,.

Czy zadania obliczeniowe algorytmu sa dobrze postawione w sensie Hadamarda?

Jak wczeséniej podkreslono, klasyczne nieliniowe zadanie najmniejszej sumy kwa-
dratéw (5) jest zadaniem zle postawionym. Problem bedziemy nazywaé dobrze posta-
wionym w sensie Hadamarda, jesli rozwigzanie problemu istnieje, jest jednoznaczne
i ciagte wzgledem danych [Gutenbaum 2003]. Ciaglo$¢ rozwiazania wzglgdem danych
gwarantuje, iz matym zaburzeniom danych odpowiadaja male zmiany rozwiazania.
Zapewnia to stabilno$¢ algorytmu.

Obecnie zbadamy czy i kiedy poszczegdlne zadania obliczeniowe przedstawionego
algorytmu sa dobrze postawione w sensie Hadamarda. Bedziemy zaklada¢, ze
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(A1) pomiary modutéw relaksacji G(ti) tworza ciag monotonicznie malejacy
iG(r;)>0dai=0,1,.,N~-1.

(A2) faktory o; = G(tiﬂ)/G(ti) tworza ciag niemalejacy, i = 0,1,...,N — 2.

Oczywiscie wobec zalozenia (A1) 0 < @; < 1. Zalozenie (A1) jest naturalne w kon-

tekécie modelowania proceséw relaksacji napr¢zen. Aby wyjasni¢ zatozenie (A2), roz-
wazmy spadki warto$ci funkcji relaksacji G(t) w dwu kolejnych przedziatach czasu

At =t —t; =41 4,_; =t —t,_; = A dane wzorami
46, = G(li+l)_ G(li) = (ai - I)G(li) 1 4G, = G(li)— G(Zi—l) =(1- l/ai—l)G(ti) an

Poniewaz /e, ;+a;,_; >2, wobec (A2) réwniez /o, +a; >2. Stad
a;—1>1-1/a;_;, czyli na podstawie wzoréw (17) zachodzi nier6wnos¢
0 > AG; > AG,_, . Zalozenie (A2), oznacza wigc, ze spadki AG; oraz AG;_; wartosci

modutu relaksacji w kolejnych przedziatach czasu sa coraz mniejsze. Jest ono takze
naturalne dla rozpatrywanego procesu.

Rozwazmy najpierw formut¢ najmniejszych kwadratéw (12). Uwzgledniajac struk-
tur¢ macierzy W (10), mozna pokaza¢ (Dodatek B, punkt 1), ze:

det(WTW)z sz NZI[%_l - F6lh V6l f (18)
i=1 k=i+l

Wobec tego det(W TW) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy wskazniki ¢; tworza ciag sta-
ly. Wykorzystujac teorig¢ rownan funkcyjnych [Aczél 1966] tatwo sprawdzié, iz petna
klasa funkcji spelniajacych ten warunek dana jest wzorem G(t) = (Z}/ﬂ "= e P o
gdzie B, = —pin(y). Zjawiska zachodzace w materiale roslinnym podczas procesu
relaksacji naprezen sa jednak bardziej skomplikowane niz proces opisany modelem

wyktadniczym postaci G(t) = ae Pl

Jesli wyznacznik det(W TW) > 0 to macierz odwrotna (W TW)_1 istnieje i wektor
optymalnych  parametrow )/ dany regula  najmniejszych  kwadratéw

-1
p= (WTW) w'u jest funkcja ciagla zaré6wno macierzy W, jak i wektora U ,
a wigc takze danych pomiarowych {G(ti )} [Kietbasinski i Schwetlick 1994, str. 60-61].
Zachodzi wigc nastgpujaca wlasnose.

-1
Wilasnos$¢ 1. Problem najmniejszych kwadratow p = (W TW) w'u jest dobrze
postawiony w sensie Hadamarda wtedy i tylko wtedy, gdy ciqg faktorow {ai} nie jest
ciqgiem statym.
Przejdziemy obecnie do analizy zadan rozwiazywanych w kroku 3 algorytmu. Réw-
nanie kwadratowe (8) posiada dwa jednoznaczne pierwiastki dla dowolnych parame-
tréw p; 1 p,. Rozwiazania réwnania kwadratowego sa funkcjami cigglymi jego
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wspolczynnikéw, a wyktadniki a; i a, (13) sa ciaglymi funkcjami ¢, i ¢g,, mozna
wiec sformutowac nastgpujaca wtasnosc.

Wilasnos$¢ 2. Zadania wyznaczenia parametréw q, i q, oraz wyktadnikow a, i a,
w kroku 3 algorytmu sq dobrze postawione w sensie Hadamarda.

Na podstawie znanego warunku nieosobliwosci macierzy Vandermonde'a, macierz
Vandermonde'a Q jest pelnego rzedu wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, # g,. Woéwczas
07Q jest macierza nieosobliwa i formula najmniejszych kwadratéw (16) obliczana w

kroku 4 algorytmu jest dobrze postawiona. Warunek ¢, # g, jest spetniony wtedy

i tylko wtedy, gdy p22 # 4p,, pozwala to sformutowac nastgpujaca wlasnosc.

—1 ~
Wlasnos¢ 3. Zadanie najmniejszych kwadratow E = (QTQ) QTU Jjest dobrze po-

stawione w sensie Hadamarda wtedy i tylko wtedy, gdy q, # q,, lub réwnowaznie

2
py” #4p,.

Warunki stosowalnosci algorytmu

Spetnienie warunkéw podanych we Wtasnosciach 1 i 3 nie gwarantuje, iz wyzna-
czone parametry modelu (4) sa rzeczywiste i dodatnie. Na problem wystgpowania ze-
spolonych pierwiastkéw réwnania (8), czyli w konsekwencji zespolonych wyktadnikéw
a, i a,, zwraca uwage wielu autoréw, np. [Kundu i Mitra 1998]. Réwniez parametry

liniowe E; i E, obliczone wedlug wzoru (16), nawet jesli sa rzeczywiste, niekoniecz-

nie musza by¢ dodatnie. We wszystkich takich przypadkach algorytm, mimo Ze po-
prawny numerycznie, prowadzi do wyznaczenia rozwiazania fizykalnie bezsensownego.
Uzasadnia to wprowadzenie nastgpujacej definicji.

Przedstawiony algorytm identyfikacji bgdziemy nazywac¢ stosowalnym do zadania
identyfikacji modelu Maxwella jesli:

(i) zadania (12), (8), (13) oraz (16) sa dobrze postawione w sensie Hadamarda,

(i) spetniony jest warunek identyfikowalnosci rzeczywistej funkcji relaksacji danej
modelem Maxwella (4),

(iii) wyznaczone wykladniki a; i a, sarzeczywiste, dodatniei a; # a,,

(iv) wyznaczone wspétczynniki E; i E, sarzeczywiste i dodatnie.

Mozna pokazaé¢ (Dodatek B, punkt 2), Ze jesli spetnione sg zatozenia (A1) i (A2) to
pp>0 1 -=p,>0 19)

Przeanalizujemy kolejno zadania identyfikacji parametréw nieliniowych a; i a,
oraz parametréw liniowych E; i E,. Nie zmniejszajac ogélnosci rozwazan, bgdziemy
przyjmowacé, ze pierwiastki ¢, i ¢, réwnania kwadratowego (8) spelniaja warunek
9 = 4q;.

Analizujac wzory (13), tatwo zauwazy¢, ze warunek (iii) stosowalnos$ci algorytmu
jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiazania ¢, i g, réwnania kwadratowego
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(8) sa rzeczywiste i spetniaja nieréwnosci 0 < ¢; < g, <1. Oczywistym warunkiem

koniecznym i dostatecznym na to, aby ¢; i g, byly rzeczywiste i takie, ze q; # g, , jest

]722 > 4p,. Wobec (19) nieréwnos¢ ]722 > 4p, jest, w przypadku (A1)-(A2), réwniez

warunkiem wystarczajacym na to, aby pierwiastek ¢, = {— Ps —+ p22 —4p, } / 2>0.
Latwo takze sprawdzi¢, ze gdy ]722 >4p,,t0 0< g, = [— Dy + ﬂpzz —4p, ]/2 <1

wtedy i tylko wtedy, gdy 0<4f ]722 —-4p, <2+ p,, lub réwnowaznie

0< p22 —4p, <4+ p22 +4p,, czyli p, + p; +1> 0. UdowodniliSmy wigc naste-
pujaca wlasnosc.

Wiasnos$¢ 4. Jesli spetnione sq zatozenia (Al) i (A2), to parametry nieliniowe a;
i a, modelu Maxwella (4) generowane przez przedstawiony algorytm speiniajq warunek

(iii) wtedy i tylko wtedy, gdy sktadowe p, i p, wektora p (12) spetniajq nieréwnosci

pl>4p, i py+p +1>0 (20)

Mozna pokaza¢ (Dodatek B, punkt 3), ze jesli spetnione sa zatozenia (A1) i (A2), to

1
—-py=|pa|<ay +—np (1)
%

Nieréwnos¢ ta jest stabsza niz drugi z warunkéw koniecznych i dostatecznych (20),
jednak wszystkie przetestowane przyklady wskazuja, ze w przypadku (A1)-(A2) spet-
niony jest takze warunek p, + p; +1> 0, dowdd nieréwnosci (21) bazuje bowiem na

ciagu bardzo silnych oszacowan (p. Dodatek B, nieréwnos¢ (D6)).
Przejdziemy obecnie do analizy zadania najmniejszych kwadratéw (16) rozwiazy-
wanego w kroku 4 algorytmu. Zgodnie z Wlasno$cia 3 zadanie to jest dobrze postawio-

ne, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, # g, , czyli réwnowaznie ]722 # 4p; . Jesli p22 >4p,
to g, oraz q, sa rzeczywiste. Warto$ci rzeczywiste przyjmuja wigc takze elementy
wektora E . Poniewaz wektor E spelnia réwnanie normalne Q'QE = QTﬁ , a jak
fatwo sprawdzi¢, wszystkie elementy 2 X 2 wymiarowej macierzy QTQ oraz wektora
QTIj sa dodatnie, przynajmniej jeden z elementéw wektora E jest réwniez dodatni.
Warunek konieczny i dostateczny na to aby E; >0 i réwnocze$nie E, >0 podaje
nastgpujaca wlasno$¢, wyprowadzona w Dodatku C, punkt 1.

Wilasnos$¢ S. Jesli spetnione sq zatozenia (A1)-(A2) i p22 > 4p,, to parametry li-
niowe E| i E, modelu Maxwella (4) sq rzeczywiste i dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy

spetnione sq dwie nieréwnosci
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Sotw [ [Sow [ e
{II_VZ__:G(Q )‘Izi:| % { 3 G( oy }% 23)

Mnozac nieréwnosci (22) i (23), obustronnie otrzymujemy warunek konieczny na
to, aby parametry E| i E, byly rzeczywiste i dodatnie

N N N ?
1—(q1)2 1—(612)2 1= (ag) 24)
1=(a) ]| 1-(2) 1= (¢192)
Z kolei uwzgledniajac strukturg macierzy Q (14) fatwo sprawdzi¢, ze wyznacznik

ael’0) o | 10| Loy |

i=1

czyli réwnowaznie

det(Q ) [1—41) :l_l—(%)ml_l:l—(‘h%)[)v} 25)

1‘(@1)2 L 1‘(‘12)2 1_(‘11%

Wyznacznik det(QTQ) >0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, # g, , na mocy wzoru (25)

warunek konieczny (24) jest wéwczas spetniony tozsamo$ciowo. Badania numeryczne
przeprowadzone dla danych empirycznych, a takze badania symulacyjne wskazuja, ze w
przypadku (A1)-(A2) spetnienie warunku (24) gwarantuje, ze parametry E, i E, sa
dodatnie, jesli tylko ¢, # ¢g,. Ponizej podano takze prosty warunek wystarczajacy,
udowodniony w Dodatku C, punkt 2.

Wilasnos¢ 6. Jesli spetnione sq zatozenia (A1)-(A2) i p22 > 4p, oraz dla kazdego

i=1...,N —1 spetnione sq nieréwnosci

1 1= (@q,) | 1- (Q2)2N > 1 1-(ay195) || 1- (%%)N
{(0‘1)}{ - (051411) }l: 1- (qz )2 1 - |:((ZN—1):||: 1- (“N—l‘lz) }l: 1- (4142) } 20

1 1 - (ag,) 1‘(‘11) S 1 1—(ay.q.) 1‘(‘1192)N
{(%Jl: - (0‘1‘12) }{ 1- (ql) 1 - |:(aN—1):||: 1- (aN—lql) }{ 1= (41‘12) 1 @0

to parametry liniowe E| i E, modelu Maxwella (4) sq rzeczywiste i dodatnie.
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Przyklad 1

W pracy [Stankiewicz i Gotacki 2004] przedstawiony algorytm zastosowano do wy-
znaczenia modeli Maxwella opisujacych funkcje relaksacji prébek korzenia buraka
cukrowego Oktawia w stanie jednoosiowego napregzenia i w stanie jednoosiowego od-
ksztalcenia na podstawie danych uzyskanych doswiadczalnie przez Gotackiego. Zasto-
sowanie lepkosprezystego liniowego modelu Maxwella do opisu wlasnos$ci mechanicz-
nych probek korzenia buraka cukrowego uzasadniaja wyniki badan prezentowane
w wielu pracach, np. [Bzowska-Bakalarz 1994, Gotacki 2002].

Tabela 1. Parametry modelu Maxwella (4) wyznaczone dla jednoosiowej funkcje relaksacji G, ()

probki korzenia buraka cukrowego
Table 1. The parameters for Maxwell model (4) of uniaxial relaxation functions G, (r) of

a sample of the sugar beet root

E,,MPa  E, MPa ay, s’ a, s Jy, MPa

Metoda Pronye'go 14.10074  19.10886  0.78195  0.001686 0.240338

Metoda quasi-Newtona 14.20997  19.12032 0.80391 0.001694 0.429453

35

300 1

Gy (t), MPa

15 | | | ~ ——
0 20 40 60 80 100 120

Rys. 2. Funkcja relaksacji G, (r) probki korzenia buraka cukrowego w stanie jednoosiowego

odksztalcenia: wyznaczona metoda Prony'ego (linia ciagta) i wyniki eksperymentu (linia
przerywana)
Fig. 2. Relaxation function G, () of a sample of the sugar beet root in the state of uniaxial strain

determined by using the Prony method (solid line) and the experimental results (dash line)

W tabeli 1 zestawiono wartosci parametréw modelu Maxwella opisujacego przykta-
dowa funkcje relaksacji Gy (z) w stanie jednoosiowego odksztalcenia wyznaczonych na

podstawie przedstawionego algorytmu i parametréw wyznaczonych standardowa meto-
da quasi-Newtona. Obliczenia bazuja na pomiarach sily reakcji probki w N =240
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punktach pomiarowych roztozonych réwnomiernie w przedziale czasu 0 +120s . Do

oceny jako$ci obu modeli zastosowano Sredniokwadratowy wskaznik jako$ci
—at —at 2
Iy=—2> [G(z,.)— (Ele "t Eye )]

Przebieg funkcji relaksacji Gy (t) wyznaczonej metoda Prony'ego przedstawiono na

rysunku 2.

Przyklad 2

Efektywno$¢ algorytmu Prony'ego ilustruje takze nastgpujacy przyktad, bazujacy na
historycznych juz danych Lanczosa [1956, str. 276] podanych w tabeli 2, ktérym swoje
rozwazania ilustruje wielu autoréw, np. [Varah 1985]. W tabeli 3 zestawiono parametry
modelu wyktadniczego postaci (4) uzyskane metoda Pronye'go oraz metoda quasi-
Newtona dla dwu punktéw poczatkowych. Do oceny jako$ci modeli zastosowano kla-
syczny kwadratowy wskaznik jakosci

J= Ngol l6(,) - (B + Byeos | 28)

Tabela 2. Dane Lanczosa [Lanczos 1956]
Table 2. The Lanczos data [Lanczos 1956]

t; 0.00 005 0.10 0.15 020 025 030 035 040 045 050 0.55
G(t) | 251 204 167 137 112 093 0.77 064 053 045 038 0.32
t; 0.60 065 0.70 0.75 080 0.85 090 0.95 1.00 1.05 1.10 1.15
G() | 027 023 020 0.17 0.5 013 0.1 0.10 0.09 0.08 0.07 0.06

Tabela 3. Parametry modelu wyktadniczego postaci (4) wyznaczone dla danych Lanczosa
Table 3. The parameters for exponential model of (4) form computed for Lanczos data

Parametry | E, E, a, a J
Metoda Pronye'go
Wyznaczone parametry | 0.339 2.168 8.457 3.531 0.00562
Metoda quasi-Newtona
Punkt startowy 1.2 1.5 2 1 15.36403
Wyznaczone parametry -0.1970 2.66184 3.86821 3.79850 0.01601
Punkt startowy 0.5 2 8 4 0.17786
Wyznaczone parametry 2.1050 0.4032 4.5719 1.8088 0.00256

Jesli dysponujemy dobrym punktem startowym (drugi punkt), to metoda quasi-
Newtona zapewnia lepsza aproksymacj¢ danych niz metoda Prony'ego. Jednak woéw-
czas, gdy punkt startowy jest zle dobrany (pierwszy punkt), moze ona prowadzi¢ do
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Rys. 3. Przebieg funkcji G(r) danej modelem wyktadniczym (4) wyznaczonej metoda Prony'ego

(linia ciagta) i wyniki eksperymentu (punkty) dla danych Lanczosa
Fig. 3. The function G(r) described by exponential model of (4) form computed by using the

Prony method (solid line) and the experimental results (points) for Lanczos data

wyznaczenia rozwigzania fizykalnie bezsensownego (parametr E; < 0), metoda ta
zapewnia bowiem tylko wyznaczenia lokalnego minimum wskaznika jakosci J (28).
Przebieg wyznaczonej metoda Prony'ego funkcji G(r) danej modelem postaci (4)

przedstawiono na rysunku 3.

PODSUMOWANIE

Zastosowanie metody Prony'ego do identyfikacji modelu Maxwella prowadzi do
dwustopniowego schematu identyfikacji. Najpierw w kroku 2 wyznaczane sa wspot-
czynniki réwnaf réznicowych (9) optymalne w sensie najmniejszych kwadratéw, to
umozliwia wyznaczenie parametréw nieliniowych modelu a,; i a, . Nastgpnie w 4 kro-
ku wyznacza sig liniowe parametry modelu E; i E,, stosujac ponownie metodg naj-

mniejszych kwadratéw. Taka dekompozycja klasycznego nieliniowego zadania naj-
mniejszych kwadratéw (5) powoduje, Ze otrzymany model jest z reguly suboptymalny
w sensie globalnego kwadratowego wskaznika jakosci wystgpujacego w (5). Obliczenia
sq jednak znacznie szybsze niz przy bezposredniej minimalizacji wskaznika jako$ci,
metoda nie wymaga tez wyznaczania wektora gradientu i macierzy hesjanu funkcji celu
oraz doboru punktu startowego i zapewnia bardzo dobre rezultaty w przypadku pomia-
réw bezszumowych oraz przy niewielkich zakléceniach. W przypadku silniejszych
zaklécen lepsze rezultaty mozna osiagnaé, stosujac mniej efektywna obliczeniowo,
metodg Osborna i Smytha [1995], ewentualnie stosujac wstgpna filtracje sygnatow.

Technica Agraria 4(1) 2005



54 A. Stankiewicz

Rozpatrywany w tej pracy problem aproksymacji danych suma funkcji wyktadni-
czych jest jednym z najistotniejszych i najczgsciej w analizie danych wystepujacych
probleméw identyfikacji. Modele wyktadnicze sa bowiem stosowane nie tylko do mo-
delowania wlasno$ci mechanicznych materialéw lepkosprezystych, ale takze w mode-
lowaniu przeplywdéw migdzykomorowych w medycynie i biologii, taka posta¢ przyjmu-
ja réwniez modele kompartmentowe [Kundu i Mitra 1998, Gutenbaum 2003]. Zatozenie
dodatniej wartosci wspétczynnikow E; oraz wykladnikow a; jest takze typowe dla

wielu dziedzin zastosowania. Z matematycznego punktu widzenia koresponduje ono z
zalozeniem, ze dane pomiarowe tworza ciag monotonicznie malejacy.

DODATEK A

Dowoéd Twierdzenia 1. Niech rzeczywista funkcja relaksacji G(t) begdzie postaci
G(r) = Ele_alt + Eze_azt , gdzie @, =a, i E, >0, E, >0. Niech W i U oznaczaja
macierze o strukturze (10) dla G(t;) = El (G ) + Ez (@, ), gdzie G, = e g g = e A,

Definiujac macierze V i M , oraz wektor M,

<t
1l

~ ~ E E, ~
61'1 61.2 M, :{J ~1€1:|7 M2:|:
: : Ey,  Exg,
~\N-3 (~ \N-3
(411) (412)
macierz W i wektor U mozna zapisa¢ w postaci W =V M i U=-VM ». Stad

wektor parametréw p wyznaczany w kroku 2 algorytmu wedtug formuty (12) dany jest

wzorem
p =W WTE = VTV M, ) MV TV M, (D2)

Poniewaz ¢, # ¢, , macierz viy jest nieosobliwa v jest macierza Vandermonde'a).
Réwniez macierz M, jest nieosobliwa, poniewaz det(M,)= E,E,(G, — §,) > 0. W kon-

sekwencji na podstawie wzoru (D2) mamy
~ o~ -1 ~ s s 1 ~
p= —(MITV Ty Ml) M'VIVM, =-(M,) 1(V TV) (MlTT M'VVM,
czyli p = —(Ml)_le. Stad uwzgledniajac struktur¢ macierzy M, i wektora M,

p=—=—= -1 _ I:I:fzfltz _Elql:l{gl(‘:l})z}

E1E2(¢72 - ‘Il) - E, E

(D1), otrzymujemy
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i ostatecznie po prostych przeksztalceniach

— -1 (51)2‘72 —‘71(672)2 — ‘7152
b= (52 _ql)li (52)2 _(‘71)2 } {_ (52 +Zil)}

Wobec tego g, i ¢, sa jedynymi pierwiastkami réwnania (8) rozwiazywanego
w kroku 3 algorytmu dla parametréw p; = ¢4, i p, = —(21'1+ ,) . Na podstawie wzo-
16w (13) uzyskujemy wiec a, = —In(3,)/A =@, i a, = —In(3,)/A =@, .

Niech Q iU oznaczaja macierze Q i U o strukturze (14) dla 4 =q 19, =q,.
Poniewaz Gt;) = El (G ) + Ez (@, ). uwzgledniajac struktur¢ macierzy Ui Q (14)
oraz E = [El Ez]r , tatwo sprawdzié, ze zachodzi réwno$¢ U= QE' . Macierz QTQ
jest nieosobliwa, gdyz ¢, # ¢,. Wobec tego wektor wspélczynnik(’)w sprezystosci E
obliczony w kroku 4 algorytmu jest rtéwny E —(Q Q) Q U (Q Q) QE E.

Algorytm identyfikacji gwarantuje wigc wyznaczenie rzeczywistych parametréw
E,,E, oraz @, i @,.

DODATEK B

1. Wyprowadzenie wzoru (18). Uwzgledniajac struktur¢ macierzy W latwo
sprawdzi¢, ze

aelovrw)=['S ol )}[fglcmﬂ—[f;‘jc(t,-)c&,ﬂ)r

Wykorzystujac tozsamos$¢ Lagrange’a [Lesmanowicz i L.o$ 1972]:

y N N 2 N1 N
{Ex,l}{;yﬂ}_{;xiyi} =3 Z[xi)’k—xky,-]z

i=1 k=i+1
po prostych przeksztalceniach algebraicznych otrzymujemy
) -2 N-1

Z > [G Gty ) - G(ti—l)G(fk)]2

i=1 k=i+l

det(

a stad, po uwzglednieniu definicji faktoréw ¢; , wynika wzor (18).

-1
2. Dowéd nieréwnosci (19). Analizujac strukture macierzy W7 i (W TW) oraz

wektora U latwo sprawdzi¢, ze parametr p, dany jest wzorem

p = d—(m{[ oty | £t ot [za()a()}[za()c()}}
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Wykorzystujac tozsamos$¢ Czebyszewa [Lesmanowicz i Los 1972]:
N N N N N
PIEE DR AERUDIEAAEDD Z[xi_xk][yi_yk]
i=1 i=1 i=1 i=1 k=i+1

mozna pokazaé, ze

P = )] 5 )6t~ 60t N6t - ot

i=1 k=i+l

lub réwnowaznie

i=1 k=i+1

he detiWI’TW i{NZ_Z Syl - Y- ai][G(ri_l)G(rk_l)]z} (D3)

Poniewaz det(W TW) > 0, w przypadku (A1)-(A2) pierwsza z nieréwnosci (19) wy-

nika wprost z (D3). Podobnie mozna pokaza¢, ze

Py = E(;VITW){NZ_ZZ Nil[ak—l - (Zi—l][ak—lak - (Zi—lai][G(ti—l)G(tk—l )]2} (D4)

i=l k=i+l
a stad, w przypadku (A1)-(A2), natychmiast otrzymujemy nieréwno$¢ p, < 0.

3. Dowdd nieréwnosci (21). Latwo sprawdzié, ze

1
[ak—l _ai—l][akak—l - aiai—l] =0 [ak—l _O’H]z + p [ak—lai—l[ak—l _ai—l][ak _ai]](DS)
k-1

Stad, jesli spetnione jest zatozenie (A2), to
1
oo - e - ae <oy o, -a P +67[ak—1ai—1[a’k—1 — o)l -a]] (D6)
0
Mnozac nieréwnos¢ (D6) obustronnie przez [G(tl-_l)G(tk_l)]2 , a nastgpnie sumujac

obustronnie po i =1,...,N —1 oraz k=i+1,....,N—11 dzielac przez det(WTW)

dany wzorem (18), oraz uwzgledniajac wzory (D3) i (D4), otrzymujemy nieréwnosc¢
Q0.

DODATEK C

1. Dowéd Wlasnosci 5. Poniewaz dla p22 > 4p, parametry g, # q, i macierz

QTQ jest nieosobliwa. Analizujac struktur¢ macierzy Q, (QTQ) oraz U , latwo

sprawdzi¢, ze
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b 1TQ {L_l(%) }{
a— 1TQ { _ol(q‘) }{

Stad, poniewaz dla g, # g, wyznacznik a’et(QTQ) > (, na mocy wzoru na sumeg

=

-1

WMZ

(V)| 5t | ' w16t | o9

=

-1

=

IMZ

(021660 |-['5 ) | ¥ et o

i

szeregu geometrycznego natychmiast otrzymujemy warunki (22) i (23).

2. Dowdd Wiasnosci 6. Na podstawie (D9) mamy

1_(42) N _ 1—(4142)N Nt i (s
dEt(QT ) l: 1_ 42)2 }{gl (ql) G(ti)} l: 1_(4142) }{E (‘Iz) G(tl)} ®1H

Poniewaz

G(fi) = ai—lG(ti—l) o;_a; 2G(1 ==, "'alG(tl) > (o )HG(fl) (D12)
i rownoczes$nie
G(ti) =010, “'(ZIG(tl) < aN—l(aN—l)i_lG(tl) (D13)

na podstawie (D11) otrzymujemy oszacowanie

b -l e TS |-l [ ] St

Wobec tego jesli spetniona jest nieréwnos¢ (26), to E; > 0, poniewaz przynajmniej

dla i =1 nier6wnos$¢ (26) jest nierownoscia ostra. Podobnie wykorzystujac wzoér (D10)
oraz oszacowania (D12) i (D13) mozna pokaza¢, ze jesli spelniona jest nieréwnos¢ (27),
to E, >0.
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IDENTIFICATION OF THE MATHEMATICAL MODELS OF VISCOELA-
STIC BIOLOGICAL MATERIALS USING PRONY METHOD

Abstract. An algorithm, based on Prony approach, for identification of the relaxation
modulus of linear viscoelastic materials described by Maxwell model is presented. It is
proved, that if the real relaxation modulus is four-element Maxwell and the measurements
are not corrupted by noise, then the identifiability of the real parameters of the relaxation
modulus is guaranteed. It is also proved that all the computational tasks solved in the
identification scheme are well-posed in the Hadamard sense. Next the necessary and suf-
ficient conditions for the applicability of the algorithm to identifying the four-parameter
Maxwell models are derived. The effectiveness of the method is demonstrated through the
computation of the relaxation function of the beet sugar root samples in the state of the
uniaxial strain. The second example using Lanczos data is also enclosed.

Key words: viscoelasticity, stress relaxation function, Maxwell model, identification al-
gorithm
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