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Streszczenie: Celem pracy byto opracowanie komputerowego algorytmu identyfikacji
zmiennych w czasie modutéw odksztalcenia postaciowego i objgtosciowego materiatlow
liniowo lepkosprezystych na podstawie uzyskanych eksperymentalnie czasowych prze-
biegdéw funkcji relaksacji naprgzen w walcowych probkach badanego materiatu w stanie
jednoosiowego odksztatcenia i naprgzenia. Procedura identyfikacji realizowana jest dwu-
stopniowo: na stopniu pierwszym wyznaczane sa modele opisujace przebieg jednoosio-
wych funkcji relaksacji, drugi stopien procedury zapewnia wyznaczenie moduléw od-
ksztalcenia postaciowego i objgtosciowego. Pokazano, ze jesli jednoosiowe funkcje relak-
sacji aproksymowane sg czteroparametrowymi modelami Maxwella, to moduty odksztat-
cenia postaciowego i objgtosciowego mozna przedstawi¢ jako kombinacjg czterech funk-
cji wykladniczych oraz sktadowych catkowych bgdacych suma pojedynczych, podwdj-
nych oraz potréjnych splotéw pierwotnych i zmodyfikowanych funkcji Bessela pierwsze-
go rodzaju. Do identyfikacji jednoosiowych funkcji relaksacji opisanych modelem
Maxwella zastosowano metodg¢ Prony’ego. Stosujac zaproponowany algorytm wyznaczo-
no przebiegi w czasie moduléw odksztalcenia postaciowego i objgtosciowego dla prébek
korzeni buraka cukrowego na podstawie dyskretnych pomiaréw sit reakcji probki w wa-
runkach stanu jednoosiowego odksztatcenia oraz jednoosiowego naprgzenia uzyskanych
podczas niezaleznych testow relaksacji naprezen.

Stowa kluczowe: lepkosprezystos¢, test relaksacji naprgzen, moduty odksztalcenia posta-
ciowego i objgtosciowego, algorytm identyfikacji, funkcje Bessela

WPROWADZENIE

Pomimo iz w ciagu ostatnich kilkudziesigciu lat powstaly nowe metody badania
i oceny odporno$ci mechanicznej materialéw roslinnych, w tym takze metody nienisz-
czace, okre§lenie stanu naprezen i odksztalcen pod wptywem réznego typu obciazen
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pozostaje nadal istotnym elementem charakterystyki mechanicznej warzyw i owocow.
Dotyczy to zaréwno przypadkéw obciazen o charakterze quasi-statycznym, jak i dyna-
micznym. Aby poprawnie okresli¢ rozktady naprezen i odksztalcen w lepkosprezystych
materiatach roslinnych pod obciazeniem, konieczne jest wyznaczenie pewnych dodat-
kowych charakterystyk materialowych, do ktérych naleza zalezne od czasu moduty od-
ksztatcenia objetosciowego i postaciowego [Rao i Steffe 1992]. Znajomo$¢ tych moduléw
umozliwia szczegétowa analize¢ zachowan owocéw i warzyw pod wpltywem réznorod-
nych obciazen i deformacji z wykorzystaniem metody elementéw skonczonych lub meto-
dy elementéw brzegowych, stanowia one bowiem dane wejsciowe dla obu metod.

Moduty odksztalcenia postaciowego i objgtosciowego nie sa wprost dostgpne pomia-
rowo, musza wiec by¢ wyznaczane na podstawie innych charakterystyk uzyskanych
do$wiadczalnie. De Baerdemeaker i Segerlind [1976] opracowali metod¢ wyznaczania
zmiennych w czasie moduléw odksztalcenia postaciowego i objgtosciowego na bazie
dwu standardowych testéw relaksacji naprezen wykonywanych w warunkach stanu
jednoosiowego odksztalcenia i naprgzenia. Metoda ta jest stosowana takze wspéiczesnie
[Rao i Steffe 1992, Gotacki 2002, Fincan i Dejmek 2003]. Zakres przedstawionej przez
nich numerycznej procedury obliczeniowej wykorzystujacej wielomiany Jacobiego, ze
wzgledu na wlasnosci tych wielomiandw, jest jednak do$¢ ograniczony.

Celem tej pracy jest przedstawienie kompletnego algorytmu obliczeniowego identy-
fikacji zmiennych w czasie moduléw odksztalcenia postaciowego i objetosciowego.
Pokazano, ze gdy funkcje relaksacji naprezen aproksymowane sa czteroparametrowymi
modelami Maxwella, to moduty odksztatcenia postaciowego i objgtosciowego mozna
przedstawi¢ jako kombinacje funkcji wyktadniczych oraz sktadowych catkowych beda-
cych suma pojedynczych, podwéjnych oraz potrdjnych splotéw pierwotnych i zmodyfi-
kowanych funkcji Bessela pierwszego rodzaju. Ta dokladna formuta analityczna jest
podstawa opracowanego dwustopniowego algorytmu identyfikacji, w ktérym na stopniu
pierwszym procedury, na podstawie dyskretnych pomiaréw sit reakcji prébki w warun-
kach stanu jednoosiowego odksztalcenia oraz jednoosiowego naprg¢zenia zgromadzo-
nych w standardowym tescie relaksacji naprezen [Derski i Ziemba 1968, Gotacki 1998],
wyznaczane sg czteroparametrowe modele Maxwella opisujace przebieg jednoosiowych
funkcji relaksacji naprezen w badanym materiale, natomiast drugi stopien procedury
zapewnia wyznaczenie modutéw odksztalcenia postaciowego i objgtosciowego.

MATERIAL I METODY

Moduly odksztalcenia postaciowego i objetosciowego

Przyjmuje sig, ze dla materiatéw liniowo lepkosprezystych modut odksztalcenia po-
staciowego G(t) i modut odksztalcenia objgtosciowego K (t) oraz funkcje relaksacji

G, (z) dla $cinania oraz G, (t) dla réwnomiernego i wszechstronnego $ciskania wiaza
nastgpujace liniowe zwiazki [Christensen 1971]

Glt) = GIT(’) (1)
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K(t)= GZT(I) )

Zaréwno moduty G(r) i K(r) jak i funkcje relaksacji Gl(t) i Gz(t) nie sa wprost
dostgpne pomiarowo. Mozna je jednak wyznaczy¢ na podstawie wyznaczonych do-
$wiadczalnie dla badanego materialu funkcji relaksacji X (t) w stanie jednoosiowego
odksztalcenia oraz funkcji relaksacji E(t) w stanie jednoosiowego naprezenia, korzy-

stajac z nastgpujacych zaleznosci [Christensen 1971, De Baerdemeaker i Segerlind
1976]

_ 3G, (S)Gz (S)
| )= G 26,0 ®
1 6a(s) = 3X(5)- 26,05 @

gdzie E(s) i X (s) sa transformatami Laplace’a funkcji relaksacji naprezen E(t)
i X(¢), natomiast G, (s) i G, (s) to transformaty Laplace’a funkcji relaksacji G, (t)
iG, (r) . Na podstawie réwnan (3) i (4) tatwo wyprowadzi¢ wzér [Gotacki 2002]

1 1
Gils)= 7 (E(s)+ 3X(s))—Z\/(E(s)+ 3X(s))* ~16E(s)x (s) )
Znajac funkcje relaksacji E(z) iX (t) transformaty Laplace’a modutéw odksztalce-
nia postaciowego G(t) i objetosciowego K(r) mozna wyznaczyé korzystajac kolejno
z zaleznosci (5), (4) oraz (1) i (2). Funkcje relaksacji naprezen E(t) iX (t) mozna wy-
znaczy¢ eksperymentalnie, rejestrujac site reakcji dwu prébek z tego samego materiatu

w warunkach jednoosiowego stanu naprgzen i jednoosiowego stanu odksztalcen [Hu-
ghes i Segerlind 1972, Gotacki 2002]. Identyfikacja moduléw G(t) i K (t) sprowadza

si¢ wigc do numerycznego problemu wyznaczenia transformat Laplace’a E(s) iX (s)
funkcji relaksacji E(r) i X(r) na podstawie danych pomiarowych, a nastgpnie wyzna-
czenie oryginatu G, (¢) transformaty Laplace'a G, (s) danej wzorem (5) oraz obliczenia
G, (t), G(t) i K (t) zgodnie z wzorami (4), (1) i (2). Wyznaczenie przebiegéw czaso-
wych modutéw G(t) oraz K (z) umozliwia przedstawiony w tej pracy dwustopniowy
algorytm, w ktérym na stopniu pierwszym procedury na podstawie dyskretnych pomia-
réw funkcji E (t) iX (t) wyznaczany jest czteroparametrowy model Maxwella opisuja-

cy przebieg relaksacji naprezen w badanym materiale, natomiast drugi stopien procedu-
ry zapewnia wyznaczenie oryginalu G, (t) transformaty G, (s) (5) oraz modutéw od-

ksztatcenia postaciowego G(t) i objgtosciowego K (t) Do identyfikacji jednoosiowych
funkcji relaksacji opisywanych modelem Maxwella zastosowano metodg Prony’ego. De
Baerdemeaker i Segerlind [1976] do wyznaczenia oryginatu Gl(z) transformaty La-

place'a G, (s) (5) zastosowali procedur¢ numeryczng oparta na przyblizeniu funkcji
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G, (t) skofnczonym szeregiem ortogonalnych wielomianéw Jacobiego. Jednak ze wzglg-
du na wilasnosci tych wielomianéw metoda ta pozwala aproksymowaé oryginat G, (t)
tylko dla bardzo matych czaséw. W tej pracy pokazano, ze dla czteroparametrowego
modelu Maxwella funkcje¢ relaksacji G, (r) mozna przedstawié¢ jako kombinacje czte-
rech funkcji wyktadniczych oraz sktadowych catkowych bedacych suma pojedynczych,
podwdjnych oraz potréjnych splotéw pierwotnych i zmodyfikowanych funkcji Bessela
pierwszego rodzaju. Funkcje Bessela sa szeroko stosowane w fizyce [Tichonow i Sa-
marski 1963], technice [Wegrzyn 1958] i teorii sygnatéw [Szabatin 1990], znajduja
takze zastosowanie do opisu wlasno$ci osrodkow lepkosprezystych [Gotacki i Stankie-
wicz 2002, Stankiewicz 2003].

Identyfikacja funkcji relaksacji E(t) i X(r)

Powszechnie przyjetym sposobem opisu zjawiska relaksacji zachodzacego w mate-
riale liniowo-lepkosprezystym jest model Maxwella, opisujacy funkcje relaksacji suma
dodatnich funkcji wykladniczych [Derski i Ziemba 1968, Christensen 1971]. Funkcje
relaksacji E(t) oraz X () materialéw roslinnych mozna przyblizyé [De Baerdemeaker

i Segerlind 1976, Chen i Chen 1986, Gotacki 1998] stosujac czteroparametrowe modele
Maxwella:

E(t) = A eV + Ae (6a)
X(t) = Ay + Agye ™2 (6b)

Chen i Fridley [1972] pokazali, ze jesli funkcje relaksacji E(t) oraz X (t) opisane sg

modelami Maxwella (6a) i (6b), to sity reakcji probki $Sciskanej wzdtuz osi w stanie
jednoosiowego naprezenia i w stanie jednoosiowego odksztalcenia, w drugiej fazie testu
relaksacji naprezen, w ktérej utrzymywane jest state odksztatcenie opisuja modele

Fi(t) = alle_b“(t_””) + alze_b”(t_””), >t (7a)

m

Fy ()= aZIe_bZI(t_”") + azze_bn(’_””), t>t (7b)

m

gdzie | oznacza wysoko$¢, a p pole przekroju poprzecznego probki, v jest predko$cia

deformacji, 7,, to czas narastania odksztatcenia. Parametry a; i A;; wiaza rowno$ci

VA
0. = P4

JU
Ib;

(1—[””'") j=12i=12 @®)

Bedziemy zakltadaé, ze przeprowadzono eksperyment dyskretny (test relaksacji na-
prezen), ktérego rezultatem jest zbiér pomiaréw sity reakcji badanej probki w stanie
jednoosiowego naprezenia Fj (t,-) i sity reakcji w stanie jednoosiowego odksztalcenia
i=01..,N-1.

W klasycznie sformutowanych zadaniach wyboru optymalnych modeli postaci (7a)
i (7b) wspélczynniki a;,, a;,, a,; i a,, oraz wykladniki b,,, b;,, by i by, W tych

Fy (ti) zgromadzonych w drugiej fazie testu, czylidla ; > ¢

m >
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modelach dobiera sig tak, aby przyblizaly one wyniki eksperymentu jak najlepiej
w sensie najmniejszej sumy kwadratéw

N-1 _ o W2
( mil:l b12) )3 [FE([i)_(an@_b“(tl ) +ape bralti tm))] (9a)
art.a12.b11.b12) i=0

N-l
min 2 [Fx ()~ (azle_bZI(ti_t"') + azze_bn(ti_tm))]z (9b)
(a21,a22.b21,522) i=0

Zadania (9) sa nieliniowymi problemami najmniejszych kwadratéw. Jak wiadomo,
numeryczne wyznaczenie optymalnych parametrow a;; i wykladnikéw b; jest jednak

nawet w przypadku sumy dwu funkcji wyktadniczych zadaniem skomplikowanym,
stosunkowo trudnym w implementacji, a przede wszystkim zle postawionym [Kammler
1979, Varah 1985]. Kammler [1979] wykazal, Ze jezeli ciag danych pomiarowych (tu:
{F ¥ (z,- )} oraz {F, P (z,- )} jest monotonicznie malejacy, to optymalne modele postaci (7a)
i (7b) istnieja i zaréwno parametry a;, jak i wykladniki b;; sa dodatnie. Lanczos [1956],
a nastgpnie Kammler [1979] oraz Varah [1985] pokazali, iz nawet w rozpatrywanym tu
zadaniu aproksymacji ciagu monotonicznie malejacego suma dwu funkcji wyktadni-
czych, moze istnie¢ kilka modeli optymalnych, Lanczos wskazat takze na skrajng wraz-
liwo$¢ wyktadnikéw b; na nawet bardzo mate zaburzenia danych. Standardowe nume-
ryczne techniki minimalizacji, takie jak algorytmy kierunkéw poprawy, metody quasi-
newtonowskie lub metody kierunkéw sprzezonych, nie sa wigc skutecznym narzgdziem
rozwigzania zadania nieliniowych najmniejszych kwadratéw dla modeli wyktadniczych,
szczegblnie wowczas, gdy nie dysponujemy dobrym punktem startowym. W ciagu
ostatnich kilkudziesigciu lat opracowano kilka specjalnych metod aproksymacji danych
pomiarowych sumg funkcji wyktadniczych [Evans i in. 1980, Kamler 1979, Ruhe 1980].
Osborne [1975], a nastgpnie Osborne i Smyth [1995] oraz Petersson i Holmstrom [1998]
zastosowali do rozwiazania zadania aproksymacji danych suma funkcji wyktadniczych
ideg starej osiemnastowiecznej metody Prony’ego [1795]. W tej pracy zastosowano mo-
dyfikacj¢ metody Prony’ego przypisywana Hildebrandowi [1956], oméwiong szczegdto-
wo w pracy [Stankiewicz 2004], ktéra w przypadku dwuwymiarowym prowadzi do bar-
dzo prostego w implementacji dwuetapowego schematu identyfikacji.

Zastosowanie metody Prony’ego do identyfikacji modelu Maxwella

Rozwazmy problem aproksymacji danego zbioru obserwacji {t,-, F (t,- )} s
i=0,1,...,N -1, suma dwu funkcji wyktadniczych

Flr)= ale—bl(t-to) n aze-bz(t—to) (10)

Bedziemy zaktadaé, ze pomiary F (t,- ), i=0,1,..., N — 1, przeprowadzono w statych
odstgpach czasu 4 poczynajac od t, =0, czyli t; =ty +id. Zachodza wéwczas réw-
nosci

F(t,)=F(ty +id)=a,q +ayq,', i=01,...,N—1 a1

1

gdzie
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g =e, gy=e (12)
Niech ¢, i g, beda pierwiastkami nastgpujacego réwnania algebraicznego
4’ +prg+p =0 (13)
Latwo sprawdzi¢, ze zachodza nastgpujace liniowe réwnania réznicowe
Flt;)+ poF i)+ pFlt)=0, i=0,1,....N -3 (14)

Wprowadzajac notacje¢ wektorowo-macierzowa

Flo,)  Fly) - F(n,)
F F -F
e R ) R T
: : : P>
Flty_3) Fly_,) — Fliy-)
uktad réwnan (14) mozna zapisa¢ w zwartej postaci
U=Wp (16)

Stosujac do réwnania (16) metodg najmniejszych kwadratéw, czyli minimalizujac
kwadratowy wskaznik jako$ci ||U -W p"2 zalezny od wektora p, otrzymujemy nastg-

pujace oszacowanie wektora wspdtczynnikéw uktadu réwnan réznicowych (14)
-1
p= (W TW) w'u
Znajac wspélczynniki p; i p, mozemy tatwo policzy¢ pierwiastki ¢, i ¢, réwna-
nia kwadratowego (13) oraz na podstawie wzoréw (12) parametry b;i b, .

Parametry a; i a, wyznaczymy na podstawie uktadu réwnan (11). Ukfad ten mozna

zapisa¢ w postaci wektorowo-macierzowej

U=0a a7

A

gdzie wektor wszystkich pomiaréw U oraz wektor parametrow a i macierz Q sa

nastgpujace
1 1 Fl(z,)
" F
o=| B | g W, :{“‘} as)
: : : a,
o Fley)

Stosujac ponownie metodg najmniejszych kwadratéw do réwnania (17), otrzymujemy

a=lo70)"0"0
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Latwo zauwazy¢, ze obliczenia realizowane sa dwuetapowo. Najpierw wyznaczane
sa wspoétczynniki liniowych réwnan réznicowych (14) optymalne w sensie najmniej-
szych kwadratéw oraz wykltadniki b, i b,, czyli parametry nieliniowe modelu (10).
Nastgpnie wyznacza si¢ parametry liniowe modelu g, i a, , stosujac ponownie metodg

najmniejszych kwadratéw. Taka dekompozycja zadania identyfikacji modelu (10) po-
woduje, ze otrzymany model jest z reguly suboptymalny w sensie globalnego klasycz-
nego kwadratowego wskaznika jakosci identyfikacji postaci

NEI [F(t,-)— (ale*bl(rto) n aze*hz(trto))]2

Obliczenia sa jednak znacznie szybsze niz przy bezposredniej minimalizacji wskaz-
nika jako$ci, metoda nie wymaga tez wyznaczania wektora gradientu i macierzy hesjanu
funkcji celu. Metoda nie wymaga takze doboru punktu startowego i zapewnia bardzo
dobre rezultaty w przypadku pomiaréw bezszumowych oraz przy niewielkich zaktoce-
niach. W przypadku silniejszych zaklécen lepsze rezultaty mozna osiagnaé, stosujac
mniej efektywna obliczeniowo metodg Osborna i Smytha [1995], ewentualnie stosujac
wstepna filtracje sygnatow.

Jesli rzeczywista funkcja F (t) opisana jest suma dwu dodatnich funkcji wyktadni-
czych, a jej pomiary nie sg obciazone zakldceniami, to przedstawiona procedura identy-
fikacji prowadzi do wyznaczenia rzeczywistych parametréw b, i b, oraz a; i a,, czyli
zapewnia ich identyfikowalno$¢ [Stankiewicz 2004, Twierdzenie 1]. W pracy [Stankie-
wicz 2004] podano takze warunki, przy ktérych wszystkie zadania obliczeniowe algo-
rytmu sg dobrze postawione w sensie Hadamarda [Gutenbaum 2003], tzn. ich rozwiaza-
nia istnieja, sa jednoznaczne i ciagte wzgledem danych. Przeprowadzono takze dyskusje
i podano warunki (gtéwnie wystarczajace) stosowalnosci przedstawionego algorytmu
do zadania identyfikacji czteroparametrowych modeli Maxwella, tzn. warunki przy
ktérych nie tylko wszystkie zadania obliczeniowe algorytmu sa dobrze postawione, ale
takze uzyskane rozwiazanie jest fizykalnie sensowne, czyli parametry b, i b, oraz q,

i a, sarzeczywiste, dodatnie i takie, ze b; # b, .

Parametry liniowe A ji modeli Maxwella (6) tatwo obliczy¢ na podstawie réwnan (8).

1

Wyznaczenie modutéw odksztalcenia postaciowego G(t) i objetosciowego K (t)

Przejdziemy obecnie do wyznaczenia modutéw odksztatcenia postaciowego G(t)
i objgtosciowego K (t) Na podstawie zaleznosci (1), (2), (4) oraz (5) i (6) do wyzna-
czenia przebiegdw czasowych tych modutéw niezbegdne jest wyznaczenie oryginatu
G(t) transformaty Laplace'a G, (s) danej wzorem (5) lub réwnowazna formuta:

Gis) = () + 3% (5) - JOXT) = EGNKG)~ £6)

gdzie E(s), X(s) sa transformatami Laplace’a empirycznych funkcji relaksacji E(r)

i X(t) danych modelami Maxwella (6a) i (6b). Transformatg G, (s) mozna przedstawic

jako réznice:

Technica Agraria 3(1-2) 2004



86 A. Stankiewicz, K. Gotacki
Gi(s)=U(s) - W(s) (19)

wyrazenia U, (s)= i(E (s)+3X(s)) o oryginale danym suma czterech funkcji wyktad-

niczych
U, (t) = %(Alle_bl "y Alze_blzt + 3Azle‘b21’ + 3A228—b221)

oraz funkcji

W(s) = 5 JOXE) = EGNX ()= ) 0

Latwo sprawdzi¢, ze pod pierwiastkiem w (20) wystgpuje wyrazenie wymierne, kt6-
rego licznik jest wielomianem zmiennej zespolonej s rz¢du 6., a mianownik wielomia-
nem rzg¢du 8. Funkcjg W(s) mozna jednak przedstawi¢ w rownowaznej postaci

W(s)=U,(s)y7(s) (@2))
gdzie U 2(5) = % (X (s) - E(s)) jest wyrazeniem wymiernym, ktérego oryginat dany jest
wzorem

Us(te)= i(AZIe*"ZI’ Ay — A e
natomiast

Y(s)=9X(s)—E(s) 22)

X(s) - E(s)
jest wyrazeniem wymiernym, ktérego licznik i mianownik sa wielomianami rzedu 3.
Posta¢ oryginatu Laplace'a funkcji Z(s) =+/Y(s) zalezy od whasnosci funkcji Y(s).

Wyrazenie wymierne Y(s) mozna przestawi¢ w postaci:

Y(s)z M (S - Zl)(s - Zz)(s - Z3) (23)

(5 - Sl)(s - 52)(3 - 53)

gdzie M = (94, + 94y, — Ay — Ap)/(Ay + Ay — Ay — A,). Zera zy,z,,2; oraz
bieguny s, s,,s; funkcji Y(s) zaleza od parametréw A, Ap.b . by,

1 Ayy.ay,b,y,,b,, modeli (6), ich polozenie na plaszczyznie zespolonej decyduje o

postaci oryginatu transformaty /Y (s).
Mozliwe sa cztery komplementarne przypadki:

(@) z1, 25,23 Oraz sy, s,, 83 SaIzeczywiste
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(i) z;, 25,23 oraz s; sarzeczywistea s, i s3 sa zespolone
(iif) z, jestrzeczywiste, z,,Z; sa zespolone, natomiast s;, S,, S; Sa Izeczywiste

(iv) z; 1 s sarzeczywiste, z,,z3 Oraz s,,s; sa zespolone.

Oryginat Laplace'a funkcji Z(s)=+/Y(s) podaje nastepujace twierdzenie. Zdefiniu-

jemy:

) . Stz
fi(t):Pieqlt[lo(Pit)‘i'Il(Pit)]’ Di ZSI—ZZl, q; :Sl—zzl, i=1 2 3,

gdzie I, (x) jest zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju n-tego rzedu [Ti-
chonow i Samarski 1963].

Bedziemy przyjmowac, ze
(A1) parametry liniowe modeli (6) spetniajg warunek A,, + A,, > A + A, .

Zalozenie to jest naturalne w kontekscie modelowania zjawisk relaksacji jesli modele
(6) stanowia dobre przyblizenie rzeczywistych funkcji relaksacji E(r) i X (¢), poniewaz
funkcje relaksacji E(r) i X (¢) spetniaja warunek E(0) < X(0).

Twierdzenie [Stankiewicz 2000]. Jesli spetnione jest zatozenie (A1), to oryginat
transformaty Laplace'a Z(s) =Y (s), gdzie Y (s) jest wyrazeniem wymiernym (22),
istnieje i przyjmuje 0golng postac:

t

2=t {fl )+ 00)+ [ £, (Fesle - 7) e + o) e

0

gdzie 5(t) oznacza delte Diraca, a funkcje gi(t), i=1,2,3,4, odpowiadajqce przy-
padkom (i)-(iv), sq nastepujqce:

t

(i) g(t)=£,()+ fa(f)+J.f2(T) 5t —7)dr

0

(i) 82(0) = Iy(e) + (1) + [ (e - )z

0 6) o= ) )+ 5 e - b

0

0 000 = )= )+ 5 s - b
gdzie:

hy(t) = uye [I()(ult) +1; (ult)]
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hy(t) = ™' [(r, = 23 ) () = 7, (52)]
hiss (1) = €1 (uzt), 0= 0,1
hs(e) = e [Jo(rst) + T, ()]
hiso(t) =2 7,(ne). i =0.1
uy = (23— 2)/2, uy = (25 + 2, /2, uy = (53— 5,)/2, uy = (55 +5,)/2
n = |Im(s21, n= Re(sz), 3= |Im(121 > Iy = Re(Zz)
natomiast J, (x) oznacza funkcje Bessela pierwszego rodzaju n-tego rzedu.

Dowdd twierdzenia [Stankiewicz 2000] bazuje na odpowiednim rozwinigciu funkcji
Y(s) (23) w kazdym z przypadkéw (i)-(iv) w szereg potegowy Newtona, wykorzystuje
wtlasnosci funkcji Bessela i catkowego przeksztalcenia Laplace'a.

Na podstawie rownosci (21) i (24) wykorzystujac twierdzenie Borela o transformacie
splotu funkcji oraz selektywnos$¢ delty Diraca &(r) mamy:

W(t)=vM U, () J_jU —7)dr

Stad, wobec (19), oryginat transformaty modutu relaksacji Scinania G, (s) dany jest
wzorem:

Gl() () \/_Uz \/_JUz - 1)dt
Na podstawie (1) modut odksztalcenia postaciowego G(t)
G(t):%Ul()——\/_U ——\/_jU2 — 1)t 25)

a uwzgledniajac (2) oraz (4) otrzymujemy wzdr na modutl odksztatcenia objgtosciowego
k()

K(z):x(t)_gu() ENTEN" J_jU ~2)dz
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WYNIKI I DYSKUSJA

Dwustopniowy algorytm identyfikacji
Moduty odksztatcenia postaciowego G(t) i objetosciowego K () mozna wyznaczyé

na podstawie podwdjnego testu relaksacji naprezen, stosujac nastgpujaca procedurg:

Stopien 1: Identyfikacja jednoosiowych funkcji relaksacji naprezen.
Krok 1. Przeprowadz eksperyment i wyznacz zbiory pomiaréw {F 7 (t,- )i {F ¥ (ti )}

sit reakcji prébek w stanach jednoosiowego naprgzenia i jednoosiowego odksztatcenia
przeprowadzonych w stalych odstgpach czasu A4, tzn. dla ¢ =1, +id4,

i=0,1...,N-1.
Krok 2. Utw6rz macierze i wektory pomiaréw Wy, Wy oraz Uy i Uy o strukturze

(15) a nastgpnie wyznacz wektory
T — PEr| . T iy T Px1
pE:(WE WETWE UE:|: } 1 Px:(Wx Wx) Wx Ux:{ }
PE> Pxo
Krok 3. Oblicz pierwiastki gz 1 qp < qg, 0raz gy, i gy, < gy, réwnan kwadra-
towych
2 . 2
qe” + Ppade + Pt =0 1 gx” + pxogx + px; =0
a nastgpnie wyznacz wyktadniki

by = _ln(QEl)/A’ by, = _ln(QEz)/A iby = _ln(QXl)/A’ by = —ln(QXz)/A

Krok 4. Utwérz macierze Qp i Qy oraz wektory pomiaréw U g U x O strukturze

(18) a nastgpnie oblicz wektory parametréw liniowych

ag = (QETQE)_IQETOE :{all} i oax= (QXTQX )_IQlejx :{an}

app A

Krok 5. Wyznacz parametry Aj; = (aji bﬁl)/ Ipv(l — ¢ Viitm )I j=12,i=12.

Stopien 2: 1dentyfikacja modutéw G(r) i K(r).

Krok 6. Wyznacz zera zj, z,,z; 1 bieguny s, s,,s; wyrazenia wymiernego Y(s)
(22) a nastepnie wyznacz modut odksztatcenia postaciowego G(r) zgodnie z wzorem
(25) 1 modut odksztalcenia objgtosciowego K (t) =X (t) - 4G(t)/ 3.

Schemat dwustopniowych obliczen przedstawiono na rysunku 1. Latwo zauwazy¢, ze
obliczenia w krokach 2-5 realizowane sa réwnolegle dla funkcji relaksacji E(z) oraz

X(r).
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Przeprowadz eksperyment i zgromadz pomiary sit

reakcji prébek {FE (ti )} i {Fx (ti )}

v

v

Wyznacz

Pg= (WETWE )_IWETUE

v

Oblicz pierwiastki 251 réwnania

T 2p

2
Zg” +PE2ip +Pp =0

v

Wyznacz
T L—
Px :(WX WXT Wx Ux

v

Oblicz pierwiastki 7 X1 rownania

' Zxo

2
2x" +Ppx2ix +Px1=0

Wyznacz wyktadniki
by :—["(151 )/A by, :_ln(ZEZ)/A

Wyznacz wyktadniki

by ==In(zx)/A T byy =—In(zx,)/ 4

v

Oblicz wektor parametrow
—1 A
_ T T
ag = (QE QE) 0r Ug

v

v

Oblicz wektor parametrow
—1 ~
T T
ay = (QX QX) Ox Ux

v

Wyznacz parametry

Ay = (ay; blil)/lpv(l —e it )J, i=12

Ay = (ay, bzil)/ll’v(l — e il )J, i=12

Wyznacz parametry

Y(s)

Wyznacz funkcje wymiernq
_9X(s)— E(s)
X (v) -E (v)

v

Wyznacz zera 25 22573 i bieguny 51552583 funkcji Y(S)

v

Wyznacz modut odksztatcenia postaciowego

6l)=20,(0)- M 05(0)- LM U(e) 20 el

v

K(t)

Wyznacz modut odksztatcenia objetosciowego

megam

Rys. 1. Schemat algorytmu wyznaczania modutéw G(¢) i K(r)

Fig. 1. Flow chart of the scheme for determining G(¢) and k(r) modulus
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W procedurze wyznaczania modeli Maxwella, realizowanej na stopniu pierwszym,
wszystkie obliczenia przeprowadzane sa na macierzach dwuwymiarowych. Zera i bie-
guny wyrazenia wymiernego Y (s) mozna wyznaczy¢, stosujac znane wzory Cardana.
Do wyznaczenia catek splotowych (24) i (25) mozna zastosowa¢ standardowe metody
catkowania numerycznego.

Material badawczy i przebieg eksperymentu

Badania eksperymentalne przeprowadzono na prébkach korzeni buraka cukrowego

odmiany Oktawia. Z kazdego korzenia wycinano dwie walcowe prébki o §rednicy i wy-

sokosci 1 =20 mm. Prébki byty $ciskane wzdluz osi z predkoscia v = 0,833 mm - s

o warto$¢ 0,8 mm, co odpowiadato odksztalceniu 4%. Pierwsza probka $ciskana byla
migdzy dwiema réwnolegtymi ptytkami w warunkach stanu jednoosiowego napr¢zenia.
Druga probke umieszczano w stalowym cylindrze uniemozliwiajacym jej boczne od-
ksztalcenie i §ciskano poprzez przesuwanie ttoka w warunkach stanu jednoosiowego
odksztalcenia. Po osiggnigciu zatozonej warto$ci odksztalcenia (po czasie 7, =1s)
przerywano $ciskanie i zarejestrowano malejaca w miar¢ uptywu czasu silg reakcji
prébki w N =240 punktach pomiarowych, roztozonych réwnomiernie w przedziale
czasu 0+120s . Zakladajac, ze material obu prébek jest identyczny zastosowano
przedstawiona procedure¢ identyfikacji. Przebieg zarejestrowanych sil reakcji prébek
w stanie jednoosiowego naprgzenia FE(t) i w stanie jednoosiowego odksztalcenia
Fy (t) oraz wyznaczone modele postaci (7a) i (7b) przedstawiaja, odpowiednio, rysunki
2a i 2b. Parametry modeli (7) i modeli Maxwella (6) wyznaczone w krokach 3, 41 5
procedury identyfikacji zestawiono w tabeli 1. Przebieg jednoosiowych funkcji relaksa-
cji E(t) iX (t) opisanych modelami (6) przedstawia rysunek 3. Na rysunku 4a przed-
stawiono przebieg modutu odksztalcenia postaciowego G(z), a na rysunku 4b przebieg

modutu odksztatcenia objetosciowego K ().
110f; T T

Rys. 2a. Przebiegi sity F (z) reakcji cylindrycznej probki korzenia buraka cukrowego Oktawia

w stanie jednoosiowego napre¢zenia: uzyskany eksperymentalnie (linia przerywana) oraz
wyznaczony na podstawie modelu (linia ciagta)
Fig. 2a. Reaction force F (z) of the cylindrical specimens of a sample of the sugar beet Oktawia

root in the state of uniaxial stress: experimental results (dash line) and model predictions
(solid line)
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Tabela 1. Parametry ;> bl.j oraz Al.j modeli (6)i(7)
Table 1. The parameters ;s bi[ and Al.j for (6) and (7) models

Parametry liniowe modeli (7) Wyktadniki Parametry liniowe modeli Maxwella (6)
a,, =16,6152 N by, = 0,2961 57 Ay, =1,4665 MPa
a;, =857351 N by, = 0,000655 57" Ay, =6,5518 MPa
ay =184,5779 N by, =0,7819 57" Ay = 203249 MPa
ay; =250,1344 N by, =0,001686 5~ Ay, =19,1249 MPa

400 _
Fy(e), N
300 n
200! \ I i i
0 20 40 60 80 100 120
t, s

Rys. 2b. Przebiegi sity Fy (z) reakcji probki korzenia buraka cukrowego Oktawia w stanie jed-
noosiowego odksztatcenia: uzyskany eksperymentalnie (linia przerywana) oraz wyzna-
czony na podstawie modelu (linia ciagta)

Fig. 2b. Reaction force Fy (z) of the cylindrical specimens of a sample of the sugar beet Ok-

tawia root in the state of uniaxial strain: experimental results (dash line) and model pre-
dictions (solid line)

40
E(t), MPa
X (t) MPa

20— -

| | | | |
0
0 20 40 60 80 100 120

t s

Rys. 3. Jednoosiowe funkcje relaksacji E(t) (linia przerywana) i X (z) (linia ciagta) prébki ko-
rzenia buraka cukrowego

Fig. 3. Uniaxial relaxation functions E(;) (dash line) and X ([) (solid line) of a sample of the
sugar beet root
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PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono kompletny algorytm wyznaczania zmiennych w czasie mo-
dutéw odksztalcenia postaciowego i objgtoSciowego materiatéw lepkosprgzystych na
podstawie uzyskanych eksperymentalnie czasowych przebiegéw funkcji relaksacji ba-

3 \ \ \ \
G(t), MPa

2.5 -]

o
)
S
IS
=)
=N
=)
o
1<)

100 120

Rys. 4a. Zmienny w czasie modut odksztalcenia postaciowego G(z) probki korzenia buraka

cukrowego Oktawia
Fig. 4a. Time-dependent shear modulus G(t) of a sample of the sugar beet Oktawia root

40
K(t), MPa

30 —

20 —

Rys. 4b. Zmienny w czasie modul odksztalcenia objgtosciowego K (t) prébki korzenia buraka

cukrowego Oktawia
Fig. 4b. Time-dependent bulk modulus K (z) of a sample of the sugar beet Oktawia root

danego materiatu w stanie jednoosiowego odksztalcenia i naprgzenia, w ktérym wszyst-
kie obliczenia realizowane sa na podstawie nieiteracyjnych formut analitycznych. Mimo
ze procedura identyfikacji zostala opracowana z my$la o materialach biologicznych,
moze ona znalez¢ zastosowanie do badania wiasnosci dowolnych osrodkéw liniowo
lepkosprezystych.
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A SCHEME FOR IDENTIFICATION OF TIME-VARIABLE SHEAR
AND BULK MODULUS OF PLANT VISCOELASTIC MATERIALS

Abstract. The aim of the paper is to investigate a computer identification algorithm for
determining the time-varying shear and bulk modulus of linear viscoelastic materials
based on experimentally obtained stress and strain uniaxial relaxation functions of an cy-
lindrical specimens of the tested material is proposed. On the first stage of the identifica-
tion procedure the models of the uniaxial relaxation functions are determined and next, on
the second stage, the shear and bulk modulus are computed. It is proved that if four pa-
rameter Maxwell models are used to approximate the uniaxial relaxation functions, then
the shear and bulk modulus can be given as a linear combination of exponential functions
and multiple convolution integrals of original and modified Bessel functions. For least
squares identification of uniaxial relaxation functions by positive sums of exponentials the
Prony's method is applied. Applying the scheme proposed the time-dependent shear and
bulk modulus of the beet sugar root samples are computed using discrete time-
measurements of the force relaxation of an unconfined and of a laterally constrained cy-
lindrical specimens of the material obtained in double independent stress relaxation tests.

Key words: viscoelasticity, stress relaxation test, shear and bulk modulus, identification
algorithm, Bessel functions
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