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Streszczenie. Celem pracy byto opracowanie algorytmu wyznaczania ciaglego spektrum
czasow relaksacji materiatéw lepkosprgzystych na podstawie uzyskanych eksperymental-
nie czasowych przebiegéw liniowych moduléw relaksacji. Zaproponowano nowy algo-
rytm identyfikacji spektrum relaksacji oparty na przyblizeniu modutu relaksacji skonczo-
nym szeregiem zmodyfikowanych funkcji Bessela. Przeprowadzona analiza wtasnosci al-
gorytmu, w szczegélno$ci analiza jego zbiezno$ci oraz dokonana ocena bigdu modelu
a takze przeprowadzone badania numeryczne wskazuja, iz opracowana metoda jest do-
ktadnym i tatwym w implementacji narzgdziem wyznaczania spektrum czasow relaksacji.
Algorytm moze znalez¢ zastosowanie do badania wtasnosci mechanicznych zaréwno wy-
soko uwodnionych materiatach roslinnych poddawanych réznego typu obciazeniom, jak
i r6znorodnych roztworéw wodnych stosowanych w przemysle rolno-spozywczym.

Stowa kluczowe: lepkosprezystosé, spektrum czaséw relaksacji, identyfikacja, zmodyfi-
kowane funkcje Bessela

WSTEP

Jakos$¢ zywnosci jest warto$cig istotng zaréwno dla konsumentéw, jak i dla przemy-
shu rolno-spozywczego. Konsumenci oczekuja produktéw zywnosciowych wysokiej
jakosci, odzywczych i bezpiecznych. Wysoka jako$¢ produktéw spozywczych gwaran-
tuje dochodowos¢ calego tancucha produkcyjnego poczawszy od uprawy, poprzez prze-
twarzanie i produkcje, konczac na sprzedazy. O jakos$ci produktéw spozywczych decy-
duje nie tylko adekwatny system zapewniania jako$ci oraz optymalny system sterowa-
nia z reguly zlozonym procesem przetwérczym, ale takze jako$¢ przetwarzanych su-
rowcOw. Materialy roslinne, bedace przedmiotem produkcji rolniczej, narazone sa na
réznego typu obciazenia mechaniczne podczas calego procesu produkcyjnego poczaw-
szy od zbioru, poprzez magazynowanie, a skonczywszy na operacjach przerobu w za-
ktadach przetworczych. Szczegdlnie narazone na uszkodzenia sa materialy o znacznej
masie i wysokim turgorze w stanie dojrzato$ci. Dotyczy to zaréwno owocéw (jabika,
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gruszki) i warzyw korzeniowych (marchew, ziemniaki) jak i roslin przemystowych,
takich jak burak cukrowy. Udary i dlugotrwate obciazenia o charakterze statycznym,
powstajace juz w fazie zbioru i magazynowania, powoduja duze straty masowe, a takze
znaczne straty warto$ci odzywczych i handlowych. Uzasadnia to konieczno$¢ poznania
wlasciwo$ci mechanicznych materiatéw roslinnych oraz powiazania ich z parametrami
okreslajacymi wymagania jako$ciowe przemystu spozywczego. Badania nad mechanika
uszkodzen, analiza stanéw naprezen i odksztalcen w materiatach roslinnych, dostgpnos¢
nowoczesnych technik pomiarowych oraz rozbudowanych struktur gromadzenia
i przetwarzania danych umozliwiaja tworzenie i weryfikacje szybkich eksperymental-
nych metod oceny on-line tych materialéw. Ocena ilo§ciowa zmian mechanicznych
zachodzacych w przetwarzanych materialach umozliwia biezaca kontrol¢ zgodnosci
z wartosciami dopuszczalnymi, stanowi takze istotng informacj¢ dla systemu sterowania
produkcja, umozliwia bowiem taka jego adaptacje, ktéra pozwala osiagnaé pozadana
jakos$¢ produktu finalnego.

Z punktu widzenia wielu zastosowan, w szczegdlno$ci analizy przebiegu i skutkéw
obciazen mechanicznych, materialy roslinne moga by¢ traktowane jako liniowo lepko-
sprezyste [De Baerdemeaker i Segerlind 1976, Chen i Chen 1986, Chen 1994, Gotacki
1998]. Pelng informacje o wilasnosciach mechanicznych materiatu lepkosprezystego
niesie jego spektrum relaksacji [Christensen 1971, Syed Mustapha i Phillips 2000].
Znajac spektrum relaksacji mozna latwo wyznaczy¢ inne charakterystyki materiatléw
lepkosprezystych: modut $cisliwos$ci objgtosciowej, modut odksztalcenia postaciowego
lub funkcje petzania. Spektrum czaséw relaksacji umozliwia takze weryfikacj¢ zgodno-
$ci danych pochodzacych z réznych eksperymentéw, np. testu relaksacji i testu pelzania
w oparciu o tzw. sprawdzanie krzyzowe [Winter 1997, Malkin i Masalova 2001]. Dla
materiatéw roslinnych poréwnanie przebiegédw rozktadéw gestosci czaséw relaksacji,
otrzymanych dla materialéw o réznej wilgotnosci, turgorze lub obciazen realizowanych
w réznych warunkach, pozwala na ilo§ciowa analiz¢ skutkéw mechanicznej ingerencji
w materiat podczas testu [Hellebrand 1995]. Znajomos¢ spektrum relaksacji umozliwia
takze przewidywanie zachowania si¢ badanych materiatéw w warunkach réznych
obcigzen.

Spektrum relaksacji nie jest wprost dostgpne pomiarowo, musi wigc by¢ wyznaczane
na podstawie pomiarowo dostgpnych charakterystyk materiatéw. Jest to jeden z kla-
sycznych probleméw reologii. Wigkszo$¢ znanych w literaturze metod wyznaczania
spektrum relaksacji, opracowanych giéwnie dla polimeréw, bazuje na danych zgroma-
dzonych w wyniku testu, w ktérym material poddawany jest odksztatceniom oscylacyj-
nym o matlej amplitudzie w dostatecznie duzym zakresie czestotliwosci, a wigc wyko-
rzystuje charakterystyki czgstotliwo$ciowe, np. [Orbey i Dealy 1991, Elster i in. 1991,
Brabec iin. 1997, Paulson i in. 2000]. Tylko kilka metod przeznaczonych do badania
materiatéw roslinnych opartych jest o pomiary przeprowadzane w dziedzinie czasu [Ter
Haar 1950, Fujihara i in. 1995, Hellebrand 1995]. W metodzie Ter Haara spektrum
relaksacji przyblizane jest prosta funkcja pierwszej pochodnej modutu relaksacji. Meto-
da Fujihary i in. oparta jest na aproksymacji spektrum relaksacji kombinacja dwu funk-
cji wyktadniczych. Metody te nie gwarantuja wyznaczenia spektrum relaksacji z zada-
walajaca doktadnos$cia, przede wszystkich jednak nie uwzgledniaja ztego uwarunkowa-
nia zadania identyfikacji spektrum relaksacji, co praktycznie uniemozliwia ich zastoso-

Acta Sci. Pol.



Algorytm identyfikacji ciqgtego spektrum czasow relaksacji biologicznych materiatow... 79

wanie w przypadku zaktéconych danych pomiarowych. W tej pracy zaprezentowano
nowa metod¢ wyznaczania spektrum czaséw relaksacji na podstawie czasowych prze-
biegéw moduléw relaksacji zgromadzonych w standardowym tescie relaksacji naprezen
[Derski i Ziemba 1968, Chen i Chen 1986, Gotacki 1998], zapewniajaca dobre przybli-
zenie spektrum relaksacji zaréwno dla doktadnych, jak i zakléconych pomiaréw modutu
relaksacji.

MATERIAL IMETODY

Spektrum czasow relaksacji

W zakresie niewielkich deformacji zwiazek migdzy naprgzeniem G(t) a odksztalce-
niem 7(t) w materiale lepkosprezystym opisuje catkowe réwnanie konstytutywne opar-

te na zasadzie superpozycji Boltzmanna [Derski i Ziemba 1968, Christensen 1971]

t
olt)= [G(t—A)¥(h) dr
gdzie G(t) jest liniowym modutem relaksacji w petni scharakteryzowanym dla danego

materiatu poprzez spektrum czaséw relaksacji H(t) [Ter Haar 1950, Christensen 1971]

*° —t
G(t)=[H(t)e e (1)
0
Funkcja H(t), opisujaca rozklad czaséw T relaksacji, charakteryzuje frakcjg ele-
mentéw uogdlnionego ciaglego modelu Maxwella o czasach relaksacji zawartych po-
migdzy T a T+dT .
Identyfikacja spektrum relaksacji H(‘c) sprowadza si¢ do numerycznego problemu

wyznaczenia rozwigzania catkowego réwnania Fredholma 1-go rodzaju (1) na podsta-
wie danych pomiarowych. Jak wiadomo zadanie to jest zle postawionym problemem
odwrotnym [Groetsch 1993], jego rozwiazanie wymaga stosowania specjalnych metod.
W tej pracy zaproponowano metodg identyfikacji spektrum relaksacji, w ktérej modut
relaksacji G(t) przybliza si¢ skonczonym szeregiem zmodyfikowanych funkcji Besse-
la, szeroko stosowanych w fizyce [Tichonow i Samarski 1963] i technice [Wegrzyn
1958], znajdujacych takze zastosowanie do opisu wlasnosci osrodkéw lepkosprezystych
[Gotacki i Stankiewicz 2002].

Aproksymacja spektrum relaksacji

Niech funkcja H(‘c) el, (0, oo) . Zbiér liniowo niezaleznych funkcji

{e"“, Te™ ™ e ™ } o>0 )
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tworzy baze¢ przestrzeni L ( ) [Tichonow i Samarski 1963], funkcje H( ) mozna

wigc rozwina¢ w nieskonczony szereg funkcyjny
Hit)= Y gethe™
k=0

Spektrum relaksacji H(t) mozna przyblizy¢ za pomoca K pierwszych sktadnikéw
tego szeregu, czyli szeregiem skonczonym postaci
K-l
He(t)= ¥ gpthe™ €
k=0

co oznacza przyblizenie modutu relaksacji G(t) funkcja

Gy 1) = [H(t) e /dr-z g, 0, (t, ) )

0
gdzie

=[ the™ e Q)
0

Podstawowe znaczenie dla konstrukcji algorytmu identyfikacji spektrum czaséw re-
laksacji ma nastgpujace twierdzenie, dowdd twierdzenia podano w Dodatku A.

Twierdzenie 1. Niech k 20, o >0 i t >0 . Zachodzi réwnos¢

o (t.a) =2 \/‘/Z Ky 2v10) ©)
o
gdzie Kk(x) jest zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju.
Problem przyblizania spektrum czaséw relaksacji H(‘c) szeregiem HK(‘C) postaci
(3) zostat wigc sprowadzony do problemu aproksymacji modutu relaksacji G(t) skon-
czonym szeregiem funkcji Bessela postaci

2 k+1

G ()=3 golta)=y g J_ Ky, [via) ™
o

=0

~
I

o
-

Funkcje Bessela Kk(x) dla argumentu x rzeczywistego mozna przyblizy¢ wyraze-

niem asymptotycznym [Tichonow i Samarski 1963]

wobec tego
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Funkcje ¢, (t, oc) w szeregu (7) maleja wigc wykladniczo dla t — oo, co dobrze od-

daje wlasnos$ci asymptotyczne moduléw relaksacji wyznaczonych wedlug uogélnionego
dyskretnego modelu Maxwella, jak i rejestrowanych do$wiadczalnie [Chen i Chen
1986, Gotacki 1998].

Problem identyfikacji

Zatézmy, ze przeprowadzono skonczony eksperyment dyskretny, ktérego rezultatem
jest zbiér pomiaréw moduléw relaksacji a(ti) = G(ti)+ z(ti) w chwilach czasu
t;>0,i=1...,N, gdzie Z(ti) jest addytywnym bledem pomiarowym.

Jako miarg doktadnosci modelu (4), lub réwnowaznie (7), mozna przyja¢ wskaznik
kwadratowy

Qule) =3 [66)- G (6 (®)

gdzie gx = [go gK_l]r jest K elementowym wektorem nieznanych wspéiczynni-
kéw w modelu (3) lub (4). Wprowadzajac notacj¢ wektorowo-macierzowa

0ot ) Olt0) o O (g, 00) _ Gl)
Py = : : : Gy = e
Ooltnr @) 0tns @) o O () Glty)
wskaznik jako$ci (8) mozna zapisa¢ w postaci
— 2
Qulgx) = [Gn— P 2k ©)
gdzie " . " oznacza normg euklidesowa w przestrzeniach RN i R¥.

Problem identyfikacji spektrum czaséw relaksacji w klasie funkcji HK(‘E) postaci
(3) sprowadza si¢ wigc do rozwigzania nastgpujacego zadania optymalizacji:

min [QN(gK) =|Gn-@nx gKlﬂ (10)

gxeR
Przyblizenie funkcji H(’c) szeregiem HK(’C) (3) ogranicza zbidr rozwiazan dopuszczalnych
do skonczenie wymiarowej podprzestzeni Lin {e_m, te ™, ..., ! e_m}c L,(0,0).
W konsekwencji problem identyfikacji ciagtego spektrum czaséow relaksacji zostat

sprowadzony do dyskretnego problemu najmniejszej sumy kwadratéw (10). Wiasnosci
funkcji q)k(t, ) (6) powoduja jednak, ze macierz @y ¢ w zadaniu (10) jest zle uwa-

runkowana nawet dla niewielkich wartosci N i K. Oznacza to, Ze nawet rozwigzanie
.. . . . —N _ + = . +
normalne (o minimalnej normie) zadania (10) gx = @y Gy, gdzie @y oznacza

pseudoodwrotno$¢ Moore’a-Penrose’a macierzy @y ¢ , jest nieciagla i nieograniczong
,
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funkcja wektora danych pomiarowych EN i nawet bardzo male blgdy w pomiarach

moga spowodowa¢ dowolnie duze zmiany rozwiazania. Zadanie (10) jest wigc zle po-
stawione w sensie Hadamarda [Groetsch 1993]. Remedium moze by¢ taka modyfikacja
funkcji celu w zadaniu (10), ktéra bez zmiany dziedziny zadania prowadzi do zadania
dobrze postawionego o rozwiazaniu bliskim rozwiazania zadania oryginalnego, czyli
jego regularyzacja.

Regularyzacja

Tichonow [Tikhonov 1963] zaproponowal metodg regularyzacji polegajaca na stabi-
lizacji rozwiazania zadania (10) poprzez minimalizacj¢ zmodyfikowanego wskaznika
jakosci

min |G @] + Bl | ay

gdzie B >0 jest parametrem regularyzacji.

Drugi kwadratowy sktadnik sumy minimalizowanej w zadaniu (11) spelnia rolg
funkcji kary.
Zadanie (11) jest dobrze uwarunkowane i ma jednoznaczne rozwiazanie, ciagte za-

réwno wzgledem @y y jak i EN , dane wzorem

1 _
gh = ((I)N,KT Dy +B IK,KT <I>N,KT Gy (12)

gdzie Iy ¢ jest KX K wymiarowa macierza jednostkowa.

Wz6r (12) ma znaczenie gtéwnie teoretyczne, do konstrukcji algorytmu numerycz-
nego wyznaczania macierzy odwrotnej w (12) mozna zastosowac¢ technik¢ dekompozy-
cji wzgledem wartosci szczegdlnych, w skrécie SVD [Kaczorek 1998]. Niech

Yy =Py Pux =VEV' (13)

bedzie rozktadem SVD symetrycznej macierzy Wy, Ve R¥X jest macierza orto-

normalna, )::diag(Gl,...,Gr,O,...,O)e RKK jest macierza utworzona z warto$ci
szczegblnych ©y,...,0, macierzy Wy, r= rza(d(‘PK,K). W oparciu o (12) i (13),

uwzgledniajac  ortonormalno$¢ V  oraz  diagonalna  struktur¢  macierzy
Qp = ()2 +B IK,K), otrzymuje si¢

gk =vey'vi @y " Gy (14)
gdzie
Q' = diag(l/(o, +B),....1/(c, +B),B,...,1/B) (15)
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WYNIKI I DYSKUSJA

Analiza

Zastosowanie regularyzacji Tichonowa stuzy stabilizacji algorytmu wyznaczania
wektora g?( (12), oceng skutecznosci tego podej$cia umozliwia nastgpujaca wasnos¢.

Niech @y =UZX, V' bedzie rozktadem SVD macierzy @y x , macierz V jest

tozsama z macierza V w rozkladzie (13) macierzy Wy g, ortonormalna macierz

Ue RN, macierz £, = diag(\/c_l y..21[O, ,0,...,0)e RN [Kaczorek 1998].

Wiasno$é 1. Niech oo >0 oraz >0 . Dla g% zachodzi réwnos¢

[ -2 o e (16)
oraz Oszacowanie
] < % ol £ 2ol an

gdzie U= [u1 uN], Zy = [z(tl) z(tN)]r iGy = [G(tl) G(tN)]T.

Dowody réwnosci (16) 1 nieréwnosci (17) wynikaja wprost ze wzoru
g?( = VQE1 N UTEN, diagonalnej struktury macierzy QEI (15) oraz X, i ortonor-
malnosci macierzy Ui V.

Norma "g%" jest malejaca funkcja parametru regularyzacji B i "g%"z"gﬁ" dla
B=0.

Poniewaz 0 < 6, = min { o, :0; > 0} z réwnosci (16) wynika nastgpujace oszaco-

wanie

G—(ur GN)2 (18)

2
-

Norma "g%" ro$nie wigc nieograniczenie, gdy zaréwno B jak i ©, daza do zera.

Dla B =0 (rozwiazanie niezregularyzowane) jesli warto$¢ szczegélna G, jest mata,

w szczegblnosci gdy o, — 07 zachodzi % (urTEN)Z 1 (urTEN)z —> 00,
(Gr + B)z Gr

Nawet bardzo male wahania wektora danych EN powoduja wéwczas bardzo duze

przyrosty "g%" , czyli duze wahania wektora g?( — problem jest wtedy zle postawiony.

Or

Dla B>0, gdy o, = 0" zachodzi
(o, +B)

Ta . e
> (ur GN)z — 0% . Réwnocze$nie mia-
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nownik kazdego ze sktadnikéw sumy w (16) jest wowczas skonczony, ograniczony
i wygltadzony jest wigc takze wektor g%. Réwnos¢ (16) i oszacowanie (18) ilustruja
wiec mechanizm regularyzacji.

Ocene wptywu parametru regularyzacji f na jako$¢ modelu (4) z wektorem gBK
umozliwia nastgpujaca wilasnos¢, jej stusznos¢ wynika wprost ze wzoréw (9)
igh=vQ;'s U'Gy.

Wiasnos$¢ 2. Niech o >0 oraz >0 .Dla g% zachodzi réwnos¢

Qnlel )= onler)+ 3 LZ(HFEN)Z (19)
i=l (13 + Gi)
lub réwnowaznie
2
Qulel)-ouled)+ > —P— (G, f (20)
i=1 (B + Gi) G;
gdzie Y=UE, =&y V' =[y, ... ¢l

Wskaznik jakosci identyfikacji Qy (g%) jest wigc rosnaca funkcja parametru regula-
ryzacji B . W oparciu o réwnos$¢ (20) zachodzi oszacowanie

Qulek) < Quled)+ E—Z(yiTEN)Z

Dla dowolnego o > 0 blad modelu zregularyzowanego e?\,,K = EN— Dy x g?( da-
zy wigc do bledu modelu normalnego _ell\\f’K =Gy— Py gy liniowo ze wzgledu na

B.gdy p—0".

Dobor parametru regularyzacji

Na podstawie (19) zachodzi Qy gl )> Qu(gY) . stabilizacja rozwiazania odbywa
si¢ wigc kosztem pogorszenia jako$ci wyznaczonego modelu. Naturalng strategia dobo-
ru parametru regularyzacji B jest taki jego dobér, aby gwarantowal on zatozonag do-
ktadnos¢ QN > QN(g}E ) aproksymacji modutu relaksacji, czyli aby QN(g[f() = QN lub,
uwzgledniajac réwnos¢ (20)

oY)+ Zl (B#%)ZG&TEN)Z =Qy @1

gdzie
ovfed)=[e] - 3 b6 22)

=1
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Wskaznik QN(g?() jest dla B >0 monotonicznie rosnaca funkcja argumentu f,

réwnanie (21) posiada wiec dla >0 jednoznaczne rozwiazanie [, do jego wyzna-

czenia mozna zastosowa¢ dowolng metod¢ numeryczna rozwiazywania réwnan nieli-
niowych, np. gwarantujaca kwadratowq zbiezno$¢ metodg Newtona, bowiem réwniez
pochodna lewej strony réwnania (21) dana jest prosta formuta analityczna.

Interpretacj¢ przedstawionej reguty oraz wazna wlasno$¢ uzyskanego rozwigzania

g =gk (23)
podaje nastgpujace twierdzenie, jego dowdd zamieszczono w Dodatku B.

Twierdzenie 2. Niech o >0 oraz QN > QN(QE ) Rozwiazanie zregularyzowane gy
okreslone warunkami (21) i (23) jest jedynym rozwiazaniem zadania optymalizacji

minK ||gK||2 przy ograniczeniu QN(gBK) < QN (24)
greR

Z twierdzenia 2 wynika, ze dobdr parametru regularyzacji zgodnie z regula (21),
gwarantujac zatozona doktadno$¢ dopasowania modelu do danych eksperymentalnych,

oznacza wyb6r wéréd wszystkich rozwiazan spelniajacych warunek QN(gK)S QN
rozwigzania o minimalnej normie, czyli najlepsze wygtadzenie wektora gy .

Dla dowolnego HK(’C) postaci (3) zachodzi

_ B K
max |HK(‘c] < Kzl |gk| max (‘c ke_m):KZl |gk| [L]
k=0 k=0 e-a

720 720

a stad, w oparciu o réwnowaznoéé norm w skonczenie wymiarowej przestrzeni R,
zachodzi oszacowanie

max |HK(T] < max{\/E"gK

720

() Rl e

e-

Wygtadzenie rozwigzania g?( problemu dyskretnego (11) gwarantuje wigc rowno-
cze$nie ograniczenie fluktuacji spektrum relaksacji HK(T) dla dowolnej wartosci czasu

relaksacji T = 0. Dla spektrum

~

K-l ~ k —oart
He(t)=Y g the (26)
k=0

gbérne oszacowanie HK(r) dane prawa strong nieréwnosci (25) jest najmniejsze

w zbiorze funkcji HK(r) postaci (3) gwarantujacych zalozona doktadnos¢ identyfika-

cji Q.-
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W literaturze znanych jest kilka regut doboru parametru regularyzacji, ich przeglad
podaja Groesch [1993] oraz George i Nair [1994]. Czg$¢ z nich kiadzie nacisk na war-

to§¢ normy "g%", inne uwzgledniaja warto$§¢ wskaznika jako$ci modelu, czyli miary
jego niezrownowazenia i stanowia modyfikacje zasady niezréwnowazenia Morozowa
[1966]. Regulg oméwiona powyzej mozna takze traktowaé jako pewna modyfikacjg tej
zasady.
Zbieznos¢

Rozwiazanie zregularyzowane g, stanowi oczywiscie jedynie przyblizenie rozwia-
zania normalnego wyj$ciowego zadania najmniejszych kwadratéw (10), ktére mozna by
uzyska¢ dla doktadnych pomiaréw modutu relaksacji gg = ¢N’K+ G . Doktadnos¢

przyblizenia zalezy w szczegdlnosci od zaktécen w pomiarach modutu relaksacji, jej
oceng umozliwia nastgpujaca wlasnosc.

Wihasno$é 3. Niech o > 0 . Blad rozwiazania zregularyzowanego gy spelnia nieréw-

Jox ] < [ Vo - aued] + eu
r

Wektor wspélczynnikéw g, dazy wiec do wektora normalnego gg , liniowo ze

nos¢

wzgleduna [zy|, gdy réwnoczesnie Qn - QN(QE) 0" i |2y > 0",

Algorytm
Krok 1: Przeprowadz eksperyment (test relaksacji naprgzen) i zgromadz pomiary
a(ti) modutu relaksacji w chwilach czasu t; >0 ,i=1,...,N.
Krok 2: Oblicz macierze @y x i Wx a nastgpnie wyznacz rozktad SVD macierzy
Wik -
Krok 3: Oblicz QN(EII;I ) (22), dobierz doktadno$¢ identyfikacji QN > QN(QE ) a na-
stepnie wyznacz parametr regularyzacji f rozwiazujac réwnanie nieliniowe (21).

Krok 4: Wyznacz macierz odwrotng le (15).

Krok 5: Wyznacz rozwiazanie zregularyzowane g, wedtug wzoru (14) dla B = B

Krok 6: Wyznacz spektrum czaséw relaksacji I@K(‘c) dane szeregiem funkcyjnym
(26).

Algorytm obliczeniowy mozna takze oprze¢ o rozktad SVD N x K wymiarowej ma-
cierzy @y x , jednak zastosowania SVD K x K wymiarowej macierzy Wy y istotnie
redukuje rozmiar zadania, zazwyczaj bowiem K << N. Rozklad SVD symetrycznej
i dodatnio pétokreslonej Wy i jest tozsamy z jej rozkladem spektralnym (czyli rozkta-
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dem wzgledem wartosci wiasnych macierzy [Kaczorek 1998]), jednak dla niesyme-
trycznej macierzy @y x rozklad spektralny nie istnieje, podczas gdy rozktad SVD jest

dobrze okreslony. Rozktad SVD macierzy Wy i jest z obliczeniowego punktu widzenia

gléwnym etapem algorytmu. W literaturze znane sa metody numeryczne wyznaczania
SVD, najczgsciej stosowane algorytmy bazuja na tzw. odbiciach Householdera. Proce-
dury SVD sa dostgpne w prawie kazdym pakiecie obliczeniowym (np. w Mathcadzie
i Matlabie).
Badania numeryczne wskazuja, Zze najlepsze rezultaty gwarantuje dobdr parametru
ae [1, 10] , im wigksze czasy relaksacji dominuja w spektrum badanego materiatu,
tym mniejsza warto$¢ nalezy nada¢ parametrowi o . W prawie wszystkich przetestowa-
nych przyktadach dobér K e [10, 40] elementéw szeregu (3) gwarantowal zadawala-
jaca jako$¢ aproksymacji. Badania numeryczne wskazuja takze, Ze metoda zapewnia

dobre rezultaty w szerokim zakresie czaséw relaksacji 107 < © < 10°.

Przyklad numeryczny

Dany os$rodek lepkosprezysty, ktérego spektrum relaksacji opisane jest rozkladem
Gaussa

1 (r—r )2
Hit) = exp| — =
0= o~ 55
z parametrami T, =10 i p =2 . Przebieg modutu relaksacji a(t): G(t) + z(t)

z addytywnymi zaktéceniami pomiarowymi z(t) o rozktadzie jednostajnym w przedzia-
le [-0.005,0.005] przedstawia rysunek la.

(a) (b)

20 25

Rys. 1. Przebieg modutu relaksacji (rys. a) a(ti): G(ti)+ Z(ti) z zakléceniami pomiarowymi
i spektrum czaséw relaksacii (rys. b) H(t) (linia ciagta) i przyblizenie H) (1) (linia prze-
rywana)

Fig. 1. Relaxation modulus (fig. a) G(t;) = G(t;) + z(t;) corrupted by additive noise and relaxa-
tion time spectrum (fig. b) H(fc) (solid line) and approximation F{JK (1:) (dash line)
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Wyznaczono warto$ci modutu relaksacji a(ti) w N =150 punktach pomiarowych
rozlozonych réwnomiernie w przedziale czasu 0-74.5 s. Dla rozwigzania normalnego
"Eg" = 464.006 . Poniewaz QN(QE) =0.001046, przyjgto QN(gK) < QN. Wyznaczo-

no B'=0.015. Na rysunku 1b przedstawiono przebieg ,.rzeczywistego™ spektrum H(t)
oraz przybliZzenia I@K (t), norma ||gK|| =0.03184 . W przyktadzie przyjgto K = 20 oraz
a=1.

PODSUMOWANIE

Aproksymacja funkcji H(t) skonczonym szeregiem funkcyjnym HK(‘E) postaci (3)
pozwolita sprowadzi¢ problem identyfikacji spektrum czaséw relaksacji do statycznego
problemu najmniejszych kwadratéw. Zastosowanie funkcji bazowych postaci (2), dla
ktdérych calki (4) dane sa zwarta formuta analityczna, pozwolito takze, co szczegdlnie
istotne w kontekscie Zle postawionego problemu odwrotnego, uniknaé bledéw przybli-
zen kwadratur numerycznego calkowania, wystgpujacych w znanych algorytmach
[Groetsch 1993, Paulson i in. 2000] wyznaczania ciaglego spektrum relaksacji. Réwno-
cze$nie wlasnosci zmodyfikowanych funkcji Bessela gwarantujq bardzo dobre dopaso-
wanie modelu (7) do danych do$wiadczalnych. Pokazano takze, iz wygladzenie rozwia-
zania problemu zregularyzowanego gwarantuje wygtadzenie wyznaczonego spektrum
relaksacji. Wynik identyfikacji, czyli wyznaczone spektrum relaksacji, zalezy oczywi-
$cie zaréwno od przyjetego modelu (3), w szczeg6lnosci od K, przyjetego kryterium
jakosci (9), jak i od konkretnych danych pomiarowych {ti,a(ti )} Oszacowanie spek-
trum relaksacji asymptotycznie (dla N — oo ) niezalezne od momentéw czasu {ti}

mozna uzyskac, stosujac schemat apriorycznej randomizacji eksperymentu zapropono-
wany w pracy [Hasiewicz i Stankiewicz 1985]. Procedur¢ mozna takze rozszerzy¢
o nadrzgdny modut odpowiedzialny za dobér optymalnego parametru o, co prowadzi
do dwupoziomowej struktury algorytmu identyfikacji [Stankiewicz 1995].

W wielu zastosowaniach [Derski i Ziemba 1968, Elster i in. 1991, Malkin i Masalova
2001] istotne znaczenie ma réwniez znajomos¢ spektrum retardacji (opdznienia) okre-
$lajacego rozktad czaséw retardacji materiatéw lepkosprezystych opisanych uogélnio-
nym modelem Kelvina [Derski i Ziemba 1968, Owens i Phillips 2002]. Jezeli znamy
spektrum relaksacji badanego materiatu, to jego spektrum retardacji mozna wyznaczyc,
stosujac algorytm przedstawiony w pracy [Baumgaertel i Winter 1989]. Do wyznacza-
nia spektrum retardacji na podstawie zakitéconych dyskretnych pomiaréw czasowych
przebiegéw funkcji petzania, zgromadzonych w standardowym te$cie petzania [Derski
i Ziemba 1968], mozna takze, po niewielkich modyfikacjach, zastosowa¢ schemat iden-
tyfikacji zaproponowany w tej pracy. W odpowiednio zmodyfikowanym algorytmie
funkcje petzania materiatu lepkosprezystego przybliza si¢ skonczonym szeregiem kom-
binacji liniowych zmodyfikowanych funkcji Bessela drugiego rodzaju oraz funkcji
statych.

Acta Sci. Pol.



Algorytm identyfikacji ciqgtego spektrum czasow relaksacji biologicznych materiatow... 89
Dodatek A

Dowdéd Twierdzenia 1 przeprowadzimy nie wprost. Najpierw wykazemy stusznosc¢

wzoru dla k = 0 . Stosujac w calce (5) podstawienie Jat=+t e", otrzymujemy

:]f o /d’C— \/_ J‘ —ZMcosh()e dT]
0

o —

Stad, uwzgledniajac parzystos¢ funkcji cosh (n) oraz  réwnos¢

K, (x)= % [e™ cosh(M)-kM 41 [Tichonow i Samarski 1963], dostajemy

—oo

0ot c0) = Z%Kl(zﬁ)

Zalézmy teraz, ze réwno$¢ (6) jest prawdziwa dla pewnego k = 0 . Latwo spraw-

dzi¢, ze

or o Mg = (1) 2060

(] t (x T
k+1 g aOL

czyli uwzgledniajac (6)

Ot ) = (k(:‘}N—_ Kk+1(2\/a) \/\/: Kk+1(2‘/a) (AD

Poniewaz dla funkcji Bessela zachodza zwiazki rekurencyjne K_, (x) =Ky (x) oraz

K} (x)=-= [Kk 1 )+ Kk+1 )] réwno$¢ (A1) przyjmuje postaé

Oy (6, 0) = k+\})\/—_ Kk+l(2‘/a) \/T [Kk(Z\/E)+ Kk+2(2‘/a)]

Stad uwzgledniajac wzdér 2k Kk(x) =—X [K]H(x)— Kkﬂ(x)] uzyskujemy ostatecz-

alec)= EWEN ) Kmmm [k, o)k, o)
czyli

k+2

O (ta) =2 ﬁ Kk+2(2\/a)
o

Pokazalismy wigc, ze réwno$¢ (6) zachodzi takze dla k + 1.
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Dodatek B

Dowdd Twierdzenia 2. Niech gy # g, bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym zada-
nia (24). Wéwczas QN(gK) < é N - Wektor g = g;B( jest jednoznacznym rozwigzaniem

zadania (11) dla parametru I? czyli dla kazdego gy # 8¢ zachodzi nieréwnosé

QN(@K) + E’ "éK"2 < Qulex)+ ['-); ||gK||2

lub uwzgledniajac, ze QN@K) = QN, réwnowaznie
A 2
B |lexl” -

Poniewaz QN(gK) < QN z (B1) wynika nier6wnos$¢ ﬁ[||gK||2 —||§K||2]> 0, czyli

" |> Qnlex) - Qulex) = Qn - Qi) ®1)

dla kazdego dopuszczalnego gy # g, zachodzi ||gK||2 > "@K"2 Wektor gy jest wigc

jednoznacznym rozwiazaniem zadania optymalizacji (24).
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A SCHEME FOR IDENTIFICATION OF CONTINUOUS RELAXATION TIME
SPECTRUM OF BIOLOGICAL VISCOELASTIC MATERIALS

Abstract. The purpose of the paper is to investigate an algorithm for recovery of the con-
tinuous relaxation time spectrum of viscoelastic materials from time-measurements of lin-
ear relaxation modulus. A new identification scheme based on the least-squares approxi-
mation of relaxation modulus by finite serious of modified Bessel functions is proposed.
The analysis of the scheme properties, in particular the convergence and model error
analysis, as well as the numerical studies conducted indicates that the scheme proposed is
an accuracy and easy implementable tool for recovery of the relaxation time spectra. The
identification algorithm can be successfully applied to study the mechanical properties of
highly hydrated plant materials subjected to various kinds of loading as well as different
water solutions used in the food industry.

Key words: viscoelasticity, relaxation time spectrum, identification, Bessel modified functions
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