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WERYFIKACJA  MODELU  MATEMATYCZNEGO  
PIERWSZEGO  OKRESU  KONWEKCYJNEGO  SUSZENIA 
JABŁKA  Z  UWZGL�DNIENIEM  SKURCZU  
SUSZARNICZEGO 

Roland Zawi�lak, Helena Lisowa, Renata Bochy�ska 

Streszczenie. Zweryfikowano matematyczny model pierwszego okresu suszenia z uwzgl�d- 
nieniem skurczu suszarniczego w przedziale zawarto�ci wody od u0 = 5,50 kg H2O·kg-1 s.m. do 
u = 3,14 kg H2O·kg-1 s.m., czyli w zakresie wilgotno�ci wzgl�dnej 85–76%, z bł�dem nie 
przekraczaj�cym 2,4%. Przeprowadzono pomiary zawarto�ci wody w czasie procesu susze-
nia i zmian obj�to�ci kr��ków jabłka, suszonych w temperaturze 55°C, przy pr�dko�ci 
przepływu powietrza susz�cego wynosz�cej 0,5 m·s-1.  

Słowa kluczowe: jabłka, suszenie, konwekcja wymuszona, model matematyczny 

WYKAZ OZNACZE� 

α – współczynnik wnikania ciepła, W·m-2·deg-1 
A – powierzchnia suszonego materiału, m2 
A0 – powierzchnia pocz�tkowa suszonego materiału, m2 
b – współczynnik skurczu, - 
k0 – współczynnik szybko�ci suszenia w I okresie suszenia, kg H2O·kg s.m.-1·s-1 
Ms – masa suchego materiału, kg 
n – współczynnik wyznaczany empirycznie, - 
r – ciepło parowania wody, J·kg H2O-1 
s – skurcz suszarniczy, - 
τ – czas suszenia, s 
tp – temperatura susz�cego powietrza, °C 
tM – temperatura mokrego termometru, °C 
u – zawarto�� wody w próbce, kg H2O·kg s.m.-1 
u0 – pocz�tkowa zawarto�� wody w próbce, kg H2O·kg s.m.-1 
V – obj�to�� badanej próbki, m3 
V0 – obj�to�� pocz�tkowa badanej próbki, m3 
Vs – obj�to�� suchego materiału, m3 
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WST�P 

Pierwszy okres konwekcyjnego suszenia charakteryzuje si� stał� szybko�ci� susze-
nia, a decyduje o tym wymiana ciepła i masy na powierzchni suszonego materiału. 
Wyniki bada� procesu konwekcyjnego suszenia wielu surowców wskazuj� na to, �e 
szybko�� ich suszenia jest stała w krótkim czasie, a nast�pnie zaczyna male�. Spowo-
dowane jest to wyst�powaniem skurczu suszarniczego podczas suszenia, który powodu-
je wzrost oporu wymiany masy, a wynika ze zmniejszania si� powierzchni suszonego 
materiału. Kukiełko [2002] stwierdziła, �e podczas konwekcyjnego suszenia owoców 
aronii, pierwszy okres suszenia stanowi jedn� trzeci� całego czasu procesu. 

Zmiana powierzchni suszonego surowca jest zwi�zana ze zmian� jego obj�to�ci [Pa-
bis 1994, Sokhansanj i in. 1999]. Liczne badania prowadzone nad zmian� obj�to-
�ci wskazuj� równie� na istnienie empirycznej zale�no�ci pomi�dzy zmian� obj�to�ci 
i zawarto�ci wody suszonego materiału. Zale�no�� ta jest �ci�le zwi�zana z okre�lonym 
surowcem. W literaturze opisywana jest najcz��ciej przez dwie funkcje: liniow� [Suzuki 
i in. 1976, Mazza i LeMaguer 1980, Kukiełko i Jaros 1997, Roselló i in. 1997, Nowak 
i in. 1998] oraz pot�gow� [Murakowski 1994, Górnicki 2000]. Na uwag� zasługuje 
równie� nieliniowe uj�cie zale�no�ci zmiany obj�to�ci od obj�to�ciowego udziału wody 
przedstawione przez M. Lis i H. Lis [2001].  

Pabis [1994] przedstawił ogólny model matematyczny, pierwszego okresu konwek-
cyjnego suszenia, uwzgl�dniaj�cy zjawisko skurczu suszarniczego. Opisuj�c zmiany 
powierzchni suszonego materiału równaniem: 
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oraz przyjmuj�c współczynnik szybko�ci suszenia w pierwszym okresie k0 jako: 
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sprowadził równanie: 
 

 
0

Mp
S

0

A
A(u)

)t(t
rM
A

�
d�
du −−=  (3) 

 

do nast�puj�cej postaci: 
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Po scałkowaniu równania (4) przy pocz�tkowych warunkach u(τ = 0) = u0, otrzymał, 
podany poni�ej, uogólniony model suszenia w pierwszym okresie z uwzgl�dnieniem 
skurczu suszarniczego, o postaci: 
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Podstawiaj�c: 
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uzyskał nast�puj�c� posta� modelu (5)  
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Zakładaj�c izotropowy skurcz materiału we wszystkich kierunkach (n = 1), model (7) 
przedstawia si� nast�puj�co  
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Po przekształceniu modelu (8) do postaci wielomianu trzeciego stopnia otrzymujemy: 
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gdzie: 
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Przyjmuj�c skurcz suszarniczy zaproponowany przez Jaros [1999]: 
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uzyskujemy nast�puj�c� posta� modelu (9): 
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Celem pracy była weryfikacja uogólnionego, matematycznego modelu, pierwszego 
okresu konwekcyjnego suszenia, uwzgl�dniaj�cego skurcz suszarniczy badanego  
materiału (12), dla kr��ków jabłka. Realizacja postawionego celu wymagała przepro-
wadzenia pomiarów zmian zawarto�ci wody w czasie procesu suszenia i zmian obj�to-
�ci próbek. 
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MATERIAŁ I METODY 

Materiał do�wiadczalny stanowiły jabłka odmiany ‘Jonathan Red’ pokrojone w kr��-
ki o grubo�ci 0,4 cm i �rednicy 2 cm. Tak rozdrobniony materiał po dokładnym wymie-
szaniu stanowił �redni� prób�, któr� rozdzielono na trzy cz��ci. Jedn� z nich suszono 
konwekcyjnie w suszarce 5-sitowej Bio Dörer w warunkach stałej temperatury suszenia 
wynosz�cej 55(±2,5)ºC i pr�dko�ci przepływu powietrza susz�cego 0,5 m·s-1. Druga 
została wykorzystana do oznaczenia zmian masy i obj�to�ci. Trzecia posłu�yła do zba-
dania wilgotno�ci pocz�tkowej.  

Próbki o masie 200 g, przeznaczone do suszenia, oraz 50 g – do wyznaczenia wilgot-
no�ci wzgl�dnej, odwa�ano na wadze laboratoryjnej „Precisia” z dokładno�ci� 
±0,001 g, a nast�pnie umieszczano na poszczególnych sitach suszarki. Po wło�eniu 
próbek do suszarki dokonywany był pomiar zmian zawarto�ci wody suszonego materia-
łu. Bł�d wzgl�dny maksymalny 	umax, okre�lony na podstawie ró�niczki zupełnej, nie 
przekroczył 0,037%. 

Podczas suszenia wyznaczano zmiany masy i obj�to�ci badanego surowca. Pomiaru 
obj�to�ci suszonego materiału dokonywano w nast�puj�cy sposób. Badany surowiec 
bardzo wolno zanurzano w oleju ro�linnym („Olej Wielkopolski”) tłokiem strzykawki 
o obj�to�ci 60 ml, zwracaj�c uwag�, aby w strzykawce nie pojawiły si� p�cherzyki 
powietrza, a tak�e, �eby nie nast�pił wyciek oleju. Obj�to�� badanej próbki wyznaczo-
no, odejmuj�c od obj�to�ci, któr� zajmował olej wraz z próbk�, obj�to��, któr� zajmo-
wał sam olej w strzykawce (dokładno�� odczytu 0,1 ml). 

Do wyznaczenia suchej masy została u�yta suszarka pró�niowa SPT-200. Tempera-
tura w suszarce wynosiła 95°C. Umieszczone w niej próbki zwa�ono po upływie trzech 
godzin od chwili ich wło�enia, a nast�pnie, czynno�� t� powtarzano co 30 min, do chwi-
li, gdy materiał wysuszony został do suchej masy (dokładno�� pomiaru ±0,001 g). 

WYNIKI I DYSKUSJA 


rednie wyniki pomiarów skurczu suszarniczego zostały uzyskane na podstawie ba-
da� próbek zło�onych z dwudziestu kr��ków jabłka odmiany ‘Jonathan Red’ przy 8 
poziomach wilgotno�ci w dziesi�ciu powtórzeniach. Zale�no�� stosunku zawarto�ci 
wody (u/u0) i skurczu obj�to�ciowego (V/V0) oraz aproksymacj� otrzymanych wyni-
ków, funkcj� liniow� z wyrazem wolnym, przedstawiono na rys. 1. 

Funkcja liniowa z wyrazem wolnym dobrze opisuje proces skurczu obj�to�ciowego 
kr��ków jabłka, o czym �wiadczy wysoka warto�� współczynnika determinacji wyno-
sz�ca R2 = 0,990. Dlatego te�, do matematycznego uj�cia procesu skurczu wykorzysta-
no wła�nie t� funkcj�, o postaci 
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Na podstawie równania (13) wyznaczono współczynnik skurczu b wyst�puj�cy 
w równaniu (11); b = 0,202. Dla warto�ci pomiarowych b = 0,188. 
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Rys. 1. Przebieg skurczu próbek jabłka odmiany ‘Jonathan Red’ 
Fig. 1. The course of contraction in samples of ‘Jonathan Red’ apple variety 

 

Rys. 2. Zmiany zawarto�ci wody suszonych próbek 
Fig. 2. Changes of moisture (water) content in dried samples 

Na rysunku 2 przedstawiono przebieg procesu konwekcyjnego suszenia jabłka ‘Jona-
than Red’ w postaci punktów, b�d�cych �redni� z trzech serii pomiarowych, oraz krzy-
w� aproksymuj�c� punkty pomiarowe.  

Otrzymany z aproksymacji wielomian trzeciego stopnia dobrze opisuje zmiany za-
warto�ci wody suszonych próbek, gdy� warto�� współczynnika determinacji jest bardzo 
wysoka (R2 = 0,999). Opieraj�c si� na równaniu regresji postaci: 
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 501,5001,0008E953,5012E066,1)(u 23 +τ−τ−+τ−−=τ  (14) 
 

wyznaczono warto�� współczynnika szybko�ci suszenia w pierwszym okresie procesu 
wynosz�c�, k0 = -0,001. 

 

 

Rys. 3. Zestawienie funkcji aproksymuj�cej wyniki pomiarów i modelu liniowego 
Fig. 3. Record sheet (juxtaposition) of the function approximating measurement results and the 

linear model 

 

Rys. 4. Weryfikacja modelu pierwszego okresu suszenia próbek jabłka odmiany ‘Jonathan Red’ 
z uwzgl�dnieniem skurczu obj�to�ciowego, dla b = 0,202; k = -0,001 

Fig. 4. Verification of the first period model of drying ‘Jonathan Red’ variety apple samples with 
regard to contraction in volume, for b = 0,202; k = -0,001 
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Analizuj�c otrzymany wielomian trzeciego stopnia stwierdzono, �e w pocz�tkowym 
okresie suszenia (� = 2700 s, czyli 21% całego czasu procesu) mo�na go aproksymowa� 
funkcj� liniow� ze współczynnikiem determinacji R2 = 0,997 i niewielkim bł�dem 
wzgl�dnym maksymalnym, nieprzekraczaj�cym 1,4%. Potwierdza to istnienie pierw-
szego okresu suszenia, w którym szybko�� suszenia zale�y od temperatury i pr�dko�ci 
przepływu powietrza. Rysunek 3 przedstawia zestawienie funkcji aproksymuj�cej wy-
niki pomiarów oraz funkcji liniowej aproksymuj�cej wielomian w pocz�tkowym okre-
sie suszenia. 

Ze wzgl�du na to, �e wyniki bada� procesu suszenia dobrze opisuje funkcja aprok-
symuj�ca o postaci wielomianu trzeciego stopnia (14) oraz �e, model matematyczny 
pierwszego okresu suszenia, uwzgl�dniaj�cy skurcz obj�to�ciowy (12) jest równie� 
zale�no�ci� wielomianu trzeciego stopnia, współczynnik szybko�ci suszenia w pierw-
szym okresie suszenia (k0) wyznaczono na podstawie funkcji aproksymuj�cej wyniki 
pomiarów (14). Podstawiaj�c warto�� współczynnika skurczu b z zale�no�ci (13), do 
równania (11), obliczono skurcz suszarniczy s. Po wstawieniu skurczu suszarniczego s 
i współczynnika k0 szybko�ci suszenia do modelu (12) uzyskano nast�puj�c� funkcj� 
zmian zawarto�ci wody od czasu suszenia 
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Na rysunku 4 przedstawiono wykres modelu (15), porównuj�c go z funkcj� aprok-

symuj�c� wyniki pomiarowe (14). 

 

 

Rys. 5. Zmiany obj�to�ci i zawarto�ci wody z aproksymacji wyników pomiarów (równanie 14) 
w czasie suszenia próbek jabłka odmiany ‘Jonathan Red’ 

Fig. 5. Changes of volume and moisture (water) content from the approximation of measurement 
results (equation 14) during the drying process of ‘Jonathan Red’ variety apple samples 



38 R. Zawi�lak... 

 

_____________________________________________________________________________________________________________________________________________ 
 

Acta Sci. Pol. 

Model matematyczny pierwszego okresu konwekcyjnego suszenia z uwzgl�dnieniem 
skurczu obj�to�ciowego (15) został zweryfikowany empirycznie w przedziale zawarto-
�ci wody, od u0 = 5,50 kg H2O·kg-1 s.m. do u = 3,14 kg H2O·kg-1s.m., czyli w zakresie 
wilgotno�ci wzgl�dnej 85–76%, z bł�dem nie przekraczaj�cym 2,4%. Ponadto model 
ten dobrze (z bł�dem nie wi�kszym od 5%) opisuje zmiany zawarto�ci wody, do 
u = 2,49 kg H2O·kg-1 s. m., czyli do wilgotno�ci wzgl�dnej 71%. 

Na rysunku 5 zamieszczono wykres trójwymiarowy, przedstawiaj�cy zale�no��, 
zmiany obj�to�ci i zawarto�ci wody z aproksymacji wyników pomiarów (równanie 14), 
od czasu suszenia. 

WNIOSKI 

1. Model matematyczny pierwszego okresu konwekcyjnego suszenia z uwzgl�dnie-
niem skurczu suszarniczego został zweryfikowany empirycznie w przedziale zawarto�ci 
wody, od u0 = 5,50 kg H2O·kg-1 s.m. do u = 3,14 kg H2O·kg-1 s.m., czyli w zakresie 
wilgotno�ci wzgl�dnej 85–76%, z bł�dem nie przekraczaj�cym 2,4%.  

2. Skurcz kr��ków jabłka odmiany ‘Jonathan Red’, suszonego w temperaturze 55°C, 
przy pr�dko�ci przepływu powietrza wynosz�cej 0,5 m·s-1, dobrze opisuje funkcja li-
niowa z wyrazem wolnym (13); o czym �wiadczy wysoka warto�� współczynnika de-
terminacji, R2 = 0,990. 

3. Wielomian trzeciego stopnia (14) dobrze opisuje zmiany zawarto�ci wody w ca-
łym przedziale czasu procesu konwekcyjnego suszenia jabłka ‘Jonathan Red’; gdy� 
warto�� współczynnika determinacji jest bardzo wysoka, R2 = 0,999. 
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VERIFICATION OF MATHEMATICAL MODEL OF THE FIRST CONVEC-
TION PERIOD IN APPLE DRYING WITH REGARD TO DEHYDRATION 
SHRINKAGE 

Abstract. The mathematical model of the first drying period with regard to dehydration shrinkage 
was verified in the water (moisture) content interval from u0 = 5,50 kg H2O·kg-1 of dry matter 
to u=3,14 kg H2O·kg-1 of dry matter, that is, in the range of relative humidity of 85–76%, with the 
error not exceeding 2,4%. Moisture (water) content measurements were carried out during the 
drying process, as well as of the changes in apple ring (slice) volume. The apple rings were dried 
at the temperature of 55°C, at the air flow velocity of 0,5 m·s-1. 

Key words: apples, drying, forced convection, mathematical model 
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