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WERYFIKACJA MODELU MATEMATYCZNEGO
PIERWSZEGO OKRESU KONWEKCYJNEGO SUSZENIA
JABLKA Z UWZGLEDNIENIEM SKURCZU
SUSZARNICZEGO

Roland Zawislak, Helena Lisowa, Renata Bochynska

Streszczenie. Zweryfikowano matematyczny model pierwszego okresu suszenia z uwzgled-
nieniem skurczu suszarniczego w przedziale zawartosci wody od uy = 5,50 kg H,O-kg”! s.m. do
u=3,14 kg H,0-kg" s.m., czyli w zakresie wilgotnosci wzglednej 85-76%, z bledem nie
przekraczajacym 2,4%. Przeprowadzono pomiary zawarto$ci wody w czasie procesu susze-

nia i zmian objgtosci krazkow jabtka, suszonych w temperaturze 55°C, przy predkosci

przeptywu powietrza suszacego wynoszacej 0,5 m-s™.

Stowa kluczowe: jabtka, suszenie, konwekcja wymuszona, model matematyczny

WYKAZ OZNACZEN

0, — wspGlezynnik wnikania ciepta, W-m>-deg’

A — powierzchnia suszonego materiatu, m?

A — powierzchnia poczatkowa suszonego materiatu, m?

b — wspétczynnik skurczu, -

ko — wsp6tczynnik szybkosci suszenia w I okresie suszenia, kg H,O-kg s.m."s
M; — masa suchego materiatu, kg

n — wspélczynnik wyznaczany empirycznie, -

r — ciepto parowania wody, J-kg H,O"!

s — skurcz suszarniczy, -

T — czas suszenia, s

t, — temperatura suszacego powietrza, °C

tv — temperatura mokrego termometru, °C

u — zawarto$¢ wody w probee, kg H,O-kg s.m.”!

uo — poczatkowa zawarto$é wody w prébee, kg H,O-kg s.m.™
V — objeto$¢ badanej prébki, m®

V, — objetos¢ poczatkowa badanej prébki, m?

V, — objeto$é suchego materiatu, m®
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WSTEP

Pierwszy okres konwekcyjnego suszenia charakteryzuje si¢ stala szybkoscia susze-
nia, a decyduje o tym wymiana ciepla i masy na powierzchni suszonego materiatu.
Wyniki badan procesu konwekcyjnego suszenia wielu surowcéw wskazuja na to, ze
szybkos$¢ ich suszenia jest stata w krdétkim czasie, a nastgpnie zaczyna male¢. Spowo-
dowane jest to wystgpowaniem skurczu suszarniczego podczas suszenia, ktéry powodu-
je wzrost oporu wymiany masy, a wynika ze zmniejszania si¢ powierzchni suszonego
materiatu. Kukietko [2002] stwierdzita, ze podczas konwekcyjnego suszenia owocoOw
aronii, pierwszy okres suszenia stanowi jedna trzecig calego czasu procesu.

Zmiana powierzchni suszonego surowca jest zwigzana ze zmiang jego objetosci [Pa-
bis 1994, Sokhansanj i in. 1999]. Liczne badania prowadzone nad zmiana objgto-
$ci wskazuja réwniez na istnienie empirycznej zaleznosci pomigdzy zmiang objetoSci
i zawartosci wody suszonego materiatu. Zaleznos¢ ta jest $cisle zwigzana z okreslonym
surowcem. W literaturze opisywana jest najczesciej przez dwie funkcje: liniowa [Suzuki
iin. 1976, Mazza i LeMaguer 1980, Kukietko i Jaros 1997, Rosell6 i in. 1997, Nowak
iin. 1998] oraz potggowa [Murakowski 1994, Gérnicki 2000]. Na uwage zastuguje
réwniez nieliniowe ujgcie zalezno$ci zmiany objgtosci od objgtosciowego udziatu wody
przedstawione przez M. Lis i H. Lis [2001].

Pabis [1994] przedstawit ogélny model matematyczny, pierwszego okresu konwek-
cyjnego suszenia, uwzgledniajacy zjawisko skurczu suszarniczego. Opisujac zmiany
powierzchni suszonego materialu réwnaniem:

2

3n
A(u):A{(I—b)i+b} )
Uy
oraz przyjmujac wspéiczynnik szybkosci suszenia w pierwszym okresie k; jako:
A
kg=a—2(t, —t 2
o= U Gt @)
sprowadzit réwnanie:
du A, A(u)
—=—0—2(t, —t 3
dt Mg (tp =t A, ®)
do nastgpujacej postaci:
2
3n
L T L @)
dt u,

Po scatkowaniu réwnania (4) przy poczatkowych warunkach u(t = 0) = uy, otrzymat,
podany ponizej, uogélniony model suszenia w pierwszym okresie z uwzglednieniem
skurczu suszarniczego, o postaci:
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3n

1 (1-b)(3n-2), )2 b
T) = 1- k -—. 5
MBI =t l—b( 3nu, "TJ I-b ©)
Podstawiajac:
3n
N= 6
3n-2 ©

uzyskat nastgpujaca posta¢ modelu (5)

N
1 1-b b
u(r)—u{l_b[l—Nuo kotj _1—b}. 7

Zaktadajac izotropowy skurcz materiatu we wszystkich kierunkach (n = 1), model (7)
przedstawia si¢ nastgpujaco

3
u(r):u{l_lb[l_;bk(ﬂ} _11’4. ®)
0

Po przeksztalceniu modelu (8) do postaci wielomianu trzeciego stopnia otrzymujemy:

(1-b)k,’ o 1-b)’k,’ 2

u(t) =u,—k,t+ ©)]
o 3u, 27u,’
gdzie:
\Y
b=—". (10)
VO
Przyjmujac skurcz suszarniczy zaproponowany przez Jaros [1999]:
s=1-b 11)
uzyskujemy nastgpujaca posta¢ modelu (9):
2 21, 3
(1) = u, — kgt + Ko rz—iozﬁ (12)
3u, 27u,

Celem pracy byta weryfikacja uogdélnionego, matematycznego modelu, pierwszego
okresu konwekcyjnego suszenia, uwzgledniajacego skurcz suszarniczy badanego
materiatu (12), dla krazkéw jabtka. Realizacja postawionego celu wymagala przepro-
wadzenia pomiaréw zmian zawarto$ci wody w czasie procesu suszenia i zmian objgto-
Sci probek.
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MATERIAL IMETODY

Materiat doswiadczalny stanowity jabtka odmiany ‘Jonathan Red’ pokrojone w kraz-
ki o grubosci 0,4 cm i $rednicy 2 cm. Tak rozdrobniony materiat po doktadnym wymie-
szaniu stanowit $rednia prébe, ktéra rozdzielono na trzy czesci. Jedna z nich suszono
konwekcyjnie w suszarce 5-sitowej Bio Dorer w warunkach statej temperatury suszenia
wynoszacej 55(+2,5)°C i predkosci przeptywu powietrza suszacego 0,5 m-s™'. Druga
zostala wykorzystana do oznaczenia zmian masy i objetosci. Trzecia postuzyta do zba-
dania wilgotno$ci poczatkowe;j.

Prébki o masie 200 g, przeznaczone do suszenia, oraz 50 g — do wyznaczenia wilgot-
no$ci wzglednej, odwazano na wadze laboratoryjnej ,,Precisia” z dokladnoscia
10,001 g, a nastgpnie umieszczano na poszczegdlnych sitach suszarki. Po wlozeniu
probek do suszarki dokonywany byl pomiar zmian zawartosci wody suszonego materia-
tu. Biad wzgledny maksymalny 8,m.. Okreslony na podstawie rézniczki zupetnej, nie
przekroczyt 0,037%.

Podczas suszenia wyznaczano zmiany masy i objgtosci badanego surowca. Pomiaru
objetosci suszonego materialu dokonywano w nastgpujacy sposob. Badany surowiec
bardzo wolno zanurzano w oleju roslinnym (,,Olej Wielkopolski”) tlokiem strzykawki
o objetosci 60 ml, zwracajac uwagg, aby w strzykawce nie pojawily si¢ pecherzyki
powietrza, a takze, zeby nie nastapit wyciek oleju. Objgtos¢ badanej prébki wyznaczo-
no, odejmujac od objetosci, ktéra zajmowat olej wraz z probka, objetosé, ktéra zajmo-
wat sam olej w strzykawce (doktadno$¢ odczytu 0,1 ml).

Do wyznaczenia suchej masy zostata uzyta suszarka prézniowa SPT-200. Tempera-
tura w suszarce wynosita 95°C. Umieszczone w niej probki zwazono po uptywie trzech
godzin od chwili ich wlozenia, a nastgpnie, czynno$¢ t¢ powtarzano co 30 min, do chwi-
li, gdy material wysuszony zostat do suchej masy (doktadno$¢ pomiaru 0,001 g).

WYNIKI I DYSKUSJA

Srednie wyniki pomiaréw skurczu suszarniczego zostaly uzyskane na podstawie ba-
dan prébek ztozonych z dwudziestu krazkéw jabtka odmiany ‘Jonathan Red’ przy 8
poziomach wilgotnosci w dziesigciu powtdrzeniach. Zalezno$¢ stosunku zawarto$ci
wody (u/up) i skurczu objetosciowego (V/V,) oraz aproksymacje¢ otrzymanych wyni-
kéw, funkcja liniowa z wyrazem wolnym, przedstawiono na rys. 1.

Funkcja liniowa z wyrazem wolnym dobrze opisuje proces skurczu objetosciowego
krazkéw jabtka, o czym $wiadczy wysoka warto$¢ wspdtczynnika determinacji wyno-
szaca R? = 0,990. Dlatego tez, do matematycznego ujecia procesu skurczu wykorzysta-
no wilasnie t¢ funkcje, o postaci

N 0793 % 40202 (13)
Vo u,

Na podstawie réwnania (13) wyznaczono wspdtczynnik skurczu b wystepujacy
w réwnaniu (11); b = 0,202. Dla warto$ci pomiarowych b = 0,188.
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VA,
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VIV,=0,793*uiu;+0,202
R?=0,990

# drednie wartosci punktow pomiarowych

— aproksymacja *

0,0 01 0,2 0,3 0,4 05 0,6 0,7 0,8 0,9
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Rys. 1. Przebieg skurczu prébek jabtka odmiany ‘Jonathan Red’
Fig. 1. The course of contraction in samples of ‘Jonathan Red’ apple variety

zawarto$¢ wody (Kgi,0/Kds m)

u(t)=-1,0660656E-0121°+5 9528155E-0081-0,00100026291+5,5010717
R?=0,999

* $rednie wartosci punktéw pomiarowych
— funkcja aproksymujaca wyniki pomiaréw

0
0

1200 2400 3600 4800 6000 7200 8400 9600 10800 12000
czas (s)

Rys. 2. Zmiany zawartosci wody suszonych prébek
Fig. 2. Changes of moisture (water) content in dried samples

13200

35

Na rysunku 2 przedstawiono przebieg procesu konwekcyjnego suszenia jabtka ‘Jona-
than Red’ w postaci punktéw, bedacych $rednia z trzech serii pomiarowych, oraz krzy-
wa aproksymujaca punkty pomiarowe.

Otrzymany z aproksymacji wielomian trzeciego stopnia dobrze opisuje zmiany za-
warto$ci wody suszonych probek, gdyz warto§¢ wspdiczynnika determinacji jest bardzo
wysoka (R? = 0,999). Opierajac si¢ na rownaniu regresji postaci:
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u(t) = -1,066E — 0127’ + 5,953E — 008t” — 0,001t + 5,501 (14)

wyznaczono warto$¢ wspoélczynnika szybkos$ci suszenia w pierwszym okresie procesu
wynoszaca, ko =-0,001.

T 4
o
x
;DN — funkcja aproksymujaca wyniki pomiaréw
g al — model liniowy
el
=
o
3
Q
8
2 27
o
2
o
N
'I L
o]

0 1200 2400 3600 4800 6000 7200 8400 9600 10800 12000 13200

czas (s)

Rys. 3. Zestawienie funkcji aproksymujacej wyniki pomiaréw i modelu liniowego
Fig. 3. Record sheet (juxtaposition) of the function approximating measurement results and the
linear model

Nt

zawartos¢ wody (kgy, /g, )

-0 model matematyczny \\u
—0— funkeja aproksymujaca wyniki pomiaréw

o
0 . . . . . . . . . . .
0 1200 2400 3600 4800 6000 7200 8400 9600 10800 12000 13200

czas (s)

Rys. 4. Weryfikacja modelu pierwszego okresu suszenia probek jabtka odmiany ‘Jonathan Red’
z uwzglednieniem skurczu objgtosciowego, dla b = 0,202; k =-0,001

Fig. 4. Verification of the first period model of drying ‘Jonathan Red’ variety apple samples with
regard to contraction in volume, for b = 0,202; k = -0,001
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Analizujac otrzymany wielomian trzeciego stopnia stwierdzono, ze w poczatkowym
okresie suszenia (t = 2700 s, czyli 21% calego czasu procesu) mozna go aproksymowac
funkcja liniowa ze wspélczynnikiem determinacji R*=0,997 i niewielkim biedem
wzglednym maksymalnym, nieprzekraczajacym 1,4%. Potwierdza to istnienie pierw-
szego okresu suszenia, w ktérym szybko$¢ suszenia zalezy od temperatury i predkosci
przeplywu powietrza. Rysunek 3 przedstawia zestawienie funkcji aproksymujacej wy-
niki pomiaréw oraz funkcji liniowej aproksymujacej wielomian w poczatkowym okre-
sie suszenia.

Ze wzgledu na to, ze wyniki badan procesu suszenia dobrze opisuje funkcja aprok-
symujaca o postaci wielomianu trzeciego stopnia (14) oraz ze, model matematyczny
pierwszego okresu suszenia, uwzgledniajacy skurcz objgtosciowy (12) jest réwniez
zalezno$cia wielomianu trzeciego stopnia, wspdlczynnik szybkosci suszenia w pierw-
szym okresie suszenia (k;) wyznaczono na podstawie funkcji aproksymujacej wyniki
pomiaréw (14). Podstawiajac wartos¢ wspotczynnika skurczu b z zaleznosci (13), do
réwnania (11), obliczono skurcz suszarniczy s. Po wstawieniu skurczu suszarniczego s
i wspétczynnika ko szybko$ci suszenia do modelu (12) uzyskano nastgpujaca funkcje
zmian zawarto$ci wody od czasu suszenia

0,798(0,00D° , _ 0,798°(0,001)°

u(t) =5,501-0,001t + 5
3-5,501 27-5,501

s)

Na rysunku 4 przedstawiono wykres modelu (15), poréwnujac go z funkcja aprok-
symujaca wyniki pomiarowe (14).

VIV,

Il 0,229
Il 0,232
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Rys. 5. Zmiany objgtosci i zawartosci wody z aproksymacji wynikéw pomiaréw (réwnanie 14)
w czasie suszenia probek jabtka odmiany ‘Jonathan Red’

Fig. 5. Changes of volume and moisture (water) content from the approximation of measurement
results (equation 14) during the drying process of ‘Jonathan Red’ variety apple samples
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Model matematyczny pierwszego okresu konwekcyjnego suszenia z uwzglednieniem
skurczu objgtosciowego (15) zostat zweryfikowany empirycznie w przedziale zawarto-
sci wody, od ug = 5,50 kg H,O-kg"' s.m. do u = 3,14 kg H,O-kg"'s.m., czyli w zakresie
wilgotno$ci wzglednej 85-76%, z bledem nie przekraczajacym 2,4%. Ponadto model
ten dobrze (z blgdem nie wigkszym od 5%) opisuje zmiany zawarto$ci wody, do
u =249 kg H,0-kg"' s. m., czyli do wilgotnoéci wzglednej 71%.

Na rysunku 5 zamieszczono wykres tréjwymiarowy, przedstawiajacy zaleznos$¢,
zmiany objgtosci i zawarto$ci wody z aproksymacji wynikéw pomiaréw (réwnanie 14),
od czasu suszenia.

WNIOSKI

1. Model matematyczny pierwszego okresu konwekcyjnego suszenia z uwzglednie-
niem skurczu suszarniczego zostal zweryfikowany empirycznie w przedziale zawarto$ci
wody, od uy= 35,50 kg H,O-kg"' s.m. do u=3,14 kg H,O-kg" s.m., czyli w zakresie
wilgotnos$ci wzglednej 85-76%, z bledem nie przekraczajacym 2,4%.

2. Skurcz krazkéw jabtka odmiany ‘Jonathan Red’, suszonego w temperaturze 55°C,
przy predkosci przeptywu powietrza wynoszacej 0,5 m-s’, dobrze opisuje funkcja li-
niowa z wyrazem wolnym (13); o czym $wiadczy wysoka warto$§¢ wspéiczynnika de-
terminacji, R* = 0,990.

3. Wielomian trzeciego stopnia (14) dobrze opisuje zmiany zawartosci wody w ca-
lym przedziale czasu procesu konwekcyjnego suszenia jabtka ‘Jonathan Red’; gdyz
warto$¢ wspoétczynnika determinacji jest bardzo wysoka, R* =0,999.
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VERIFICATION OF MATHEMATICAL MODEL OF THE FIRST CONVEC-
TION PERIOD IN APPLE DRYING WITH REGARD TO DEHYDRATION
SHRINKAGE

Abstract. The mathematical model of the first drying period with regard to dehydration shrinkage
was verified in the water (moisture) content interval from uy= 5,50 kg H,O-kg"' of dry matter
to u=3,14 kg H,O-kg' of dry matter, that is, in the range of relative humidity of 85-76%, with the
error not exceeding 2,4%. Moisture (water) content measurements were carried out during the
drying process, as well as of the changes in apple ring (slice) volume. The apple rings were dried
at the temperature of 55°C, at the air flow velocity of 0,5 m-s™.

Key words: apples, drying, forced convection, mathematical model
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