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IDENTYFIKACJA  MATEMATYCZNYCH  MODELI  
LEPKOSPR��YSTYCH  MATERIAŁÓW  
BIOLOGICZNYCH  METOD�  PRONY'EGO  

Anna Stankiewicz 
Akademia Rolnicza w Lublinie 

Streszczenie. W pracy przedstawiono bazuj�cy na metodzie Pronye'go algorytm identyfi-
kacji modułu relaksacji liniowych materiałów lepkospr��ystych opisanych modelem 
Maxwella. Udowodniono, �e je�li rzeczywisty moduł relaksacji dany jest czteroelemen-
towym modelem Maxwella, a jego pomiary nie s� obci��one zakłóceniami, to algorytm 
ten zapewnia identyfikowalno�� rzeczywistych parametrów modułu relaksacji. Pokazano, 
�e wszystkie zadania obliczeniowe algorytmu s� dobrze postawione w sensie Hadamarda 
i podano konieczne i dostateczne warunki stosowalno�ci algorytmu do zadania identyfi-
kacji czteroelementowych modeli Maxwella. Efektywno�� algorytmu zilustrowano wy-
znaczaj�c funkcj� relaksacji napr��e� próbki korzenia buraka cukrowego w warunkach 
stanu jednoosiowego odkształcenia oraz dla danych Lanczosa. 

Słowa kluczowe: lepkospr��ysto��, funkcja relaksacji napr��e�, model Maxwella, meto-
da Prony'ego, algorytm identyfikacji 

WPROWADZENIE 

W zakresie niewielkich deformacji zwi�zek pomi�dzy odkształceniem ( )tε  a napr�-
�eniem ( )tσ  w izotropowych materiałach lepkospr��ystych opisuje całkowe równanie 
konstytutywne [Flügge 1967, Derski i Ziemba 1968] 
 

 ( ) ( ) ( ) λλελσ dtGt
t

��
∞−

−=  (1) 

 

gdzie ( )tG  jest liniowym modułem relaksacji (jednoosiow� funkcj� relaksacji). Równa-
nie (1) wynika z zasady superpozycji Boltzmanna i jest wła�ciwe dowolnym liniowym 
systemom stacjonarnym. Bazuj�c na modelach mechanicznych zło�onych z liniowych 
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elementów spr��ystych i lepkich zwi�zek pomi�dzy odkształceniem a napr��eniem 
w materiale lepkospr��ystym mo�na tak�e opisa� za pomoc� liniowego równania ró�-
niczkowego postaci: 
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w którym interpretacja fizyczna stałych ib  i jd  zale�y od struktury modelu [Flügge 

1967]. 
Powszechnie przyj�tym sposobem opisu zjawiska relaksacji napr��e� zachodz�cego 

w materiale liniowo lepkospr��ystym jest uogólniony model Maxwella o strukturze 
przedstawionej na rysunku 1. Jednoosiowa funkcja relaksacji napr��e� ( )tG  przyjmuje 
dla modelu Maxwella posta� [Derski i Ziemba 1968] 
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gdzie jE  oznaczaj� moduły spr��ysto�ci, jjj Eητ =  to czasy relaksacji, natomiast 

jη  s� współczynnikami lepko�ci dynamicznej, k  oznacza liczb� gał�zi w modelu 

(rys. 1). Moduły spr��ysto�ci jE  oraz czasy relaksacji jτ  wyznacza si� zazwyczaj na 

podstawie dyskretnych pomiarów funkcji relaksacji ( )tG  zgromadzonych 
w standardowym te�cie relaksacji napr��e� [Gołacki 1998, Rao 1999]. Problem identy-
fikacji modelu Maxwella (3) jest wi�c zadaniem aproksymacji danych pomiarowych 
sum� dodatnich funkcji wykładniczych. Jak wiadomo, problem aproksymacji danych 
sum� funkcji wykładniczych (3) jest zadaniem skomplikowanym, stosunkowo trudnym 
w implementacji, a przede wszystkim �le postawionym [Kammler 1981, Varah 1985]. 
Standardowe metody identyfikacji, takie jak nieliniowa metoda najmniejszej sumy 
kwadratów, nie s� wi�c skutecznym narz�dziem wyznaczenia parametrów modelu 
Maxwella (3). W ci�gu ostatnich kilkudziesi�ciu lat opracowano kilka specjalnych me-
tod aproksymacji danych pomiarowych sum� funkcji wykładniczych [Kammler 1979, 
Evans i in. 1980, Ruhe 1980]. Osborne [1975] a nast�pnie Osborne i Smyth [1995], 
Pisarenko [Ouibrahim 1989] oraz Petersson i Holmström [1998] zastosowali do rozwi�-
zania tego zadania ide� starej osiemnastowiecznej metody Prony’ego [1795].  

W tej pracy zastosowano modyfikacj� metody Prony’ego przypisywan� Hildebran-
dowi [1956], która w przypadku czteroparametrowych modeli Maxwella prowadzi do 
bardzo prostego w implementacji schematu identyfikacji. Funkcje relaksacji napr��e� 
materiałów liniowo lepkospr��ystych dane s� wykładniczym szeregiem Prony'ego, 
zastosowanie metody Pronye'go do identyfikacji parametrów tego modelu, jest wi�c 
zarówno naturalne, jak i bardzo dogodne, co wykazano w tej pracy. 

Metoda Pronyego i jej modyfikacje s� od lat stosowane do identyfikacji i modelo-
wania systemów i sygnałów w automatyce [Trudnowski i in. 1998, Hasanovic i in. 
2004], do modelowania i identyfikacji systemów nap�dowych [Lu i in. 2001, Tawfik 
i Morcos 2001, Hasanovic i in. 2004], a tak�e w systemach radarowych [Younan 2000].  
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Rys. 1. Model Maxwella (σ  – napr��enie) 
Fig. 1. Maxwell model (σ – stress) 

Ju� od kilkudziesi�ciu lat znajduje ona równie� zastosowanie do modelowania i prze-
twarzania sygnałów [Ribeiro i in. 2003], w tym sygnałów radiowych [Street i in. 2000], 
a nawet w technikach detekcji min [Brooks i Maier 1996] i lokalizacji uszkodze� i awa-
rii [Tawfik i Morcos 2001]. Metoda Prony'ego jest tak�e stosowana w algorytmach mode-
lowania oraz przetwarzania sygnałów w biologii [Fargues i in. 1993] i w medycynie [Szi-
Wen 2000]. Uniwersalno�� metody Prony'ego potwierdzaj� równie� jej zastosowania w 
algorytmach z zakresu sztucznej inteligencji: w technikach sieci neuronowych [Farrokhi i 
Isik 1994] oraz sterowaniu opartym na zbiorach rozmytych [Lu i in. 2001]. 

MATERIAŁ I METODY 

Problem identyfikacji funkcji relaksacji materiałów biologicznych 

Funkcj� relaksacji ( )tG  materiałów ro�linnych mo�na przybli�y� [Chen i Chen 
1986, Bzowska-Bakalarz 1994, Gołacki 1998, Rao 1999] stosuj�c czteroelementowy 
model Maxwella, w którym funkcja relaksacji dana jest sum� dwu dodatnich funkcji 
wykładniczych: 
 

 ( ) tata eEeEtG 21
21

−− +=  (4) 
 

gdzie jja τ1= , 21,j = . 

Funkcj� relaksacji ( )tG  mo�na wyznaczy� eksperymentalnie rejestruj�c sił� reakcji 
próbki badanego materiału w standardowym te�cie relaksacji napr��e�, podczas którego 
próbka najpierw �ciskana jest gwałtownie wzdłu� osi a� do uzyskania zało�onego od-
kształcenia, a nast�pnie rejestruje si� przebieg siły reakcji próbki w czasie utrzymuj�c 
stałe odkształcenie [Gołacki 1998, Rao 1999]. 

B�dziemy zakłada�, �e przeprowadzono eksperyment dyskretny (test relaksacji na-
pr��e�), którego rezultatem jest zbiór pomiarów funkcji relaksacji ( )itG  dla 0≥it , 

110 −= Ni ,,, � . 
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Problem identyfikacji modelu Maxwella polega na wyznaczeniu takich parametrów 

1E  i 2E  oraz 1a  i 2a , dla których model (4) najlepiej przybli�a dane eksperymentalne 

( ){ }itG . W klasycznie sformułowanym zadaniu wyboru optymalnego modelu postaci 

(4) współczynniki spr��ysto�ci 1E  i 2E  oraz wykładniki 1a  i 2a  dobiera si� tak, aby 
model (4) przybli�ał wyniki eksperymentu jak najlepiej w sensie najmniejszej sumy 
kwadratów  
 

 
( )

( ) ( )[ ]�
−

=

−− +−
1

0

2
21

21

2121

N

i

tata
i

aaEE
eEeEtGmin

,,,
 (5) 

 

Jak wiadomo, nieliniowy problem �redniokwadratowej aproksymacji danych sum� 
funkcji wykładniczych (5) jest nawet w rozpatrywanym w tej pracy przypadku sumy 
dwu funkcji wykładniczych trudny numerycznie [Kammler 1979, Varah 1985]. Tak�e 
istnienie jego rozwi�zania mo�na wykaza� tylko wówczas, gdy nało�y si� dodatkowe 
ograniczenia na klas� modeli (3) lub zbiór danych do�wiadczalnych. Kammler [1979] 
wykazał, �e je�eli ci�g danych pomiarowych (tu: ( ){ }itG ) jest monotonicznie malej�cy, 

to optymalny model postaci (4) istnieje i zarówno parametry jE  jak i wykładniki ja  s� 

dodatnie. Lanczos [1956], a nast�pnie Kammler [1979] oraz Varah [1985] pokazali, i� 
w rozpatrywanym tu zadaniu aproksymacji ci�gu monotonicznie malej�cego sum� dwu 
funkcji wykładniczych, mo�e istnie� kilka modeli optymalnych. Lanczos wskazał tak�e 
na skrajn� wra�liwo�� wykładników ja  na nawet bardzo małe zaburzenia danych. 

Standardowe numeryczne techniki minimalizacji, takie jak algorytmy kierunków po-
prawy lub metody kierunków sprz��onych, nie s� wi�c skutecznym narz�dziem rozwi�-
zania zadania (5), szczególnie wówczas, gdy nie dysponujemy dobrym punktem starto-
wym. W tej pracy do identyfikacji modelu (4) zastosowano modyfikacj� metody Pro-
ny’ego. 

 
Zastosowanie metody Prony’ego do identyfikacji modelu Maxwella 

Rozwa�my problem identyfikacji czteroelementowego modelu Maxwella postaci (4).  
Dany jest zbiór pomiarów ( ){ }ii tGt , , 110 −= Ni ,,, �  przeprowadzonych w sta-

łych odst�pach czasu ∆ , tzn. ∆iti = . Dla ∆iti =  zachodz� równo�ci 
 

 ( ) ( ) ii
i qEqEiGtG 2211 +== ∆ ,  110 −= Ni ,,, �  (6) 

gdzie 
 ∆1

1
aeq −= ,    ∆2

2
aeq −=  (7) 

 

Niech 1q  i 2q  b�d� pierwiastkami nast�puj�cego równania algebraicznego 
 

 012
2 =++ pqpq  (8) 

 

Łatwo sprawdzi�, �e zachodz� nast�puj�ce liniowe równania ró�nicowe 
 

 ( ) ( ) ( ) 01122 =++ ++ iii tGptGptG ,   310 −= Ni ,,, �  (9) 
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które po wprowadzeniu notacji wektorowo-macierzowej  
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mo�na zapisa� w zwartej postaci 
 

 pWU =  (11) 
 

Stosuj�c do równania (11) metod� najmniejszych kwadratów, czyli minimalizuj�c 

kwadratowy wska�nik jako�ci identyfikacji 2pWU −  zale�ny od wektora p , otrzy-

mujemy nast�puj�ce oszacowanie wektora współczynników układu równa� ró�nico-
wych (9) 
 

 ( ) UWWWp TT 1−
=  (12) 

 

Znaj�c współczynniki 1p  i 2p  mo�emy łatwo policzy� pierwiastki 1q  i 2q  równa-
nia kwadratowego (11) oraz na podstawie wzorów (10) parametry 1a i 2a . 
 

 ( ) ∆11 qlna −=   i  ( ) ∆22 qlna −=  (13) 
 

Parametry 1E  i 2E  wyznaczymy na podstawie układu równa� (6). Definiuj�c wek-

tor wszystkich pomiarów Û  oraz wektor parametrów E  i macierz Q : 
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układu równa� (6) mo�na zapisa� w równowa�nej postaci  
 

 EQU =ˆ  (15) 
 

Stosuj�c ponownie metod� najmniejszych kwadratów do równania (15), tzn. mini-

malizuj�c wska�nik kwadratowy 
2

EQU −ˆ  wzgl�dem wektora E , otrzymujemy  
 

 ( ) UQQQE ˆTT 1−
=  (16) 

 

Wobec tego parametry modelu Maxwella (4) mo�na wyznaczy� na podstawie po-
miarów funkcji relaksacji napr��e� ( )tG  stosuj�c procedur� przedstawion� w nast�p-
nym rozdziale. 
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WYNIKI I DYSKUSJA 

Algorytm identyfikacji funkcji relaksacji napr��e� 

Krok 1. Przeprowad� eksperyment dyskretny i wyznacz zbiór pomiarów ( ){ }itG  

funkcji relaksacji ( )tG  przeprowadzonych w stałych odst�pach czasu ∆ , ∆iti = , dla 
110 −= Ni ,,, � . 

Krok 2. Utwórz macierz i wektor pomiarów W  oraz U  o strukturze (10), a nast�p-
nie wyznacz wektor parametrów p  zgodnie z wzorem (12). 

Krok 3. Oblicz pierwiastki 1q  i 2q , równania kwadratowego (8), a nast�pnie wy-
znacz wykładniki 1a i 2a  na podstawie wzorów (13). 

Krok 4. Utwórz macierz Q  oraz wektor pomiarów Û  o strukturze (14), a nast�pnie 
oblicz wektor współczynników spr��ysto�ci E  stosuj�c wzór (16). 

Łatwo zauwa�y�, �e w obu formułach najmniejszych kwadratów (12) i (16) macie-
rze WW T  i QQT  to macierze 22 × wymiarowe, wyznaczenie ich odwrotno�ci nie 
wymaga wi�c stosowania numerycznych technik wyznaczania macierzy odwrotnych. 
Równie� rozwi�zania równania kwadratowego (8) dane s� wzorami analitycznymi. 

 
Identyfikowalno�� 

Podstawowym i oczywistym wymaganiem stawianym ka�dej metodzie identyfikacji 
jest ��danie aby w przypadku, gdy badany proces opisany jest modelem z przyj�tej 
klasy, a jego pomiary nie s� obci��one zakłóceniami, metoda gwarantowała jedno-
znaczne wyznaczanie rzeczywistego opisu procesu, czyli zapewniała jego identyfiko-
walno�� [Bubnicki 1980]. Dla przedstawionego algorytmu rozstrzyga to nast�puj�ce 
twierdzenie, jego dowód podano w Dodatku A. 

Twierdzenie 1. Je�li rzeczywisty moduł relaksacji ( )tG  opisany jest sum� dwu do-

datnich funkcji wykładniczych ( ) tata eEeEtG 21
21

~~ ~~ −− += , gdzie 21 aa ~~ ≠ , a jej pomiary 

( )itG  nie s� obci��one zakłóceniami, to przedstawiona procedura identyfikacji prowa-

dzi do wyznaczenia rzeczywistych parametrów 1E
~

 i 2E
~

 oraz 1a~  i 2a~ .  
 

Czy zadania obliczeniowe algorytmu s	 dobrze postawione w sensie Hadamarda? 

Jak wcze�niej podkre�lono, klasyczne nieliniowe zadanie najmniejszej sumy kwa-
dratów (5) jest zadaniem �le postawionym. Problem b�dziemy nazywa� dobrze posta-
wionym w sensie Hadamarda, je�li rozwi�zanie problemu istnieje, jest jednoznaczne 
i ci�głe wzgl�dem danych [Gutenbaum 2003]. Ci�gło�� rozwi�zania wzgl�dem danych 
gwarantuje, i� małym zaburzeniom danych odpowiadaj� małe zmiany rozwi�zania. 
Zapewnia to stabilno�� algorytmu. 

Obecnie zbadamy czy i kiedy poszczególne zadania obliczeniowe przedstawionego 
algorytmu s� dobrze postawione w sensie Hadamarda. B�dziemy zakłada�, �e 
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(A1) pomiary modułów relaksacji ( )itG  tworz� ci�g monotonicznie malej�cy 
i ( ) 0≥itG  dla 110 −= Ni ,,, � . 

(A2) faktory ( ) ( )iii tGtG 1+=α  tworz� ci�g niemalej�cy, 210 −= Ni ,,, � . 
Oczywi�cie wobec zało�enia (A1) 10 << iα . Zało�enie (A1) jest naturalne w kon-

tek�cie modelowania procesów relaksacji napr��e�. Aby wyja�ni� zało�enie (A2), roz-
wa�my spadki warto�ci funkcji relaksacji ( )tG  w dwu kolejnych przedziałach czasu 

∆∆ =−= + iii ttt 1  i ∆∆ =−= −− 11 iii ttt  dane wzorami 
 

( ) ( ) ( ) ( )iiiii tGtGtGG 11 −=−= + α∆  i ( ) ( ) ( ) ( )iiiii tGtGtGG 111 11 −−− −=−= α∆  (17) 
 

Poniewa� 21 11 >+ −− ii αα , wobec (A2) równie� 21 1 >+− ii αα . St�d 

1111 −−>− ii αα , czyli na podstawie wzorów (17) zachodzi nierówno�� 

10 −>> ii GG ∆∆ . Zało�enie (A2), oznacza wi�c, �e spadki iG∆  oraz 1−iG∆  warto�ci 
modułu relaksacji w kolejnych przedziałach czasu s� coraz mniejsze. Jest ono tak�e 
naturalne dla rozpatrywanego procesu. 

Rozwa�my najpierw formuł� najmniejszych kwadratów (12). Uwzgl�dniaj�c struk-
tur� macierzy W  (10), mo�na pokaza� (Dodatek B, punkt 1), �e: 
 

 ( ) [ ] ( ) ( )� �
−

=

−

+=
−−−− −=

2

1

1

1

2
1

2
1

2
11

N

i

N

ik
kiki

T tGtGdet ααWW  (18) 

 

Wobec tego ( ) 0=WW Tdet  wtedy i tylko wtedy, gdy wska�niki iα  tworz� ci�g sta-
ły. Wykorzystuj�c teori� równa� funkcyjnych [Aczél 1966] łatwo sprawdzi�, i� pełna 
klasa funkcji spełniaj�cych ten warunek dana jest wzorem ( ) tt etG 1ββ αγα −== , 
gdzie ( )γββ ln−=1 . Zjawiska zachodz�ce w materiale ro�linnym podczas procesu 
relaksacji napr��e� s� jednak bardziej skomplikowane ni� proces opisany modelem 
wykładniczym postaci ( ) tetG 1βα −= .  

Je�li wyznacznik ( ) 0>WW Tdet  to macierz odwrotna ( ) 1−
WW T  istnieje i wektor 

optymalnych parametrów p  dany reguł� najmniejszych kwadratów 

( ) UWWWp TT 1−
=  jest funkcj� ci�gł� zarówno macierzy W , jak i wektora U , 

a wi�c tak�e danych pomiarowych ( ){ }itG  [Kiełbasi�ski i Schwetlick 1994, str. 60-61]. 
Zachodzi wi�c nast�puj�ca własno��. 

Własno�� 1. Problem najmniejszych kwadratów ( ) UWWWp TT 1−
=  jest dobrze 

postawiony w sensie Hadamarda wtedy i tylko wtedy, gdy ci�g faktorów { }iα  nie jest 
ci�giem stałym.  

Przejdziemy obecnie do analizy zada� rozwi�zywanych w kroku 3 algorytmu. Rów-
nanie kwadratowe (8) posiada dwa jednoznaczne pierwiastki dla dowolnych parame-
trów 1p  i 2p . Rozwi�zania równania kwadratowego s� funkcjami ci�głymi jego 
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współczynników, a wykładniki 1a  i 2a  (13) s� ci�głymi funkcjami 1q  i 2q , mo�na 
wi�c sformułowa� nast�puj�c� własno��. 

Własno�� 2. Zadania wyznaczenia parametrów 1q  i 2q  oraz wykładników 1a  i 2a  
w kroku 3 algorytmu s� dobrze postawione w sensie Hadamarda. 

Na podstawie znanego warunku nieosobliwo�ci macierzy Vandermonde'a, macierz 
Vandermonde'a Q  jest pełnego rz�du wtedy i tylko wtedy, gdy 21 qq ≠ . Wówczas 

QQT  jest macierz� nieosobliw� i formuła najmniejszych kwadratów (16) obliczana w 

kroku 4 algorytmu jest dobrze postawiona. Warunek 21 qq ≠  jest spełniony wtedy 

i tylko wtedy, gdy 1
2

2 4 pp ≠ , pozwala to sformułowa� nast�puj�c� własno��. 

Własno�� 3. Zadanie najmniejszych kwadratów ( ) UQQQE ˆTT 1−
=  jest dobrze po-

stawione w sensie Hadamarda wtedy i tylko wtedy, gdy 21 qq ≠ , lub równowa�nie 

1
2

2 4 pp ≠ . 
 

Warunki stosowalno�ci algorytmu 

Spełnienie warunków podanych we Własno�ciach 1 i 3 nie gwarantuje, i� wyzna-
czone parametry modelu (4) s� rzeczywiste i dodatnie. Na problem wyst�powania ze-
spolonych pierwiastków równania (8), czyli w konsekwencji zespolonych wykładników 

1a  i 2a , zwraca uwag� wielu autorów, np. [Kundu i Mitra 1998]. Równie� parametry 
liniowe 1E  i 2E  obliczone według wzoru (16), nawet je�li s� rzeczywiste, niekoniecz-
nie musz� by� dodatnie. We wszystkich takich przypadkach algorytm, mimo �e po-
prawny numerycznie, prowadzi do wyznaczenia rozwi�zania fizykalnie bezsensownego. 
Uzasadnia to wprowadzenie nast�puj�cej definicji. 

Przedstawiony algorytm identyfikacji b�dziemy nazywa� stosowalnym do zadania 
identyfikacji modelu Maxwella je�li: 

(i) zadania (12), (8), (13) oraz (16) s� dobrze postawione w sensie Hadamarda, 
(ii) spełniony jest warunek identyfikowalno�ci rzeczywistej funkcji relaksacji danej 

modelem Maxwella (4), 
(iii) wyznaczone wykładniki 1a  i 2a  s� rzeczywiste,  dodatnie i 21 aa ≠ , 
(iv) wyznaczone współczynniki 1E  i 2E  s� rzeczywiste i dodatnie. 
Mo�na pokaza� (Dodatek B, punkt 2), �e je�li spełnione s� zało�enia (A1) i (A2) to 

 

 01 >p      i      02 >− p  (19) 
 

Przeanalizujemy kolejno zadania identyfikacji parametrów nieliniowych 1a  i 2a  
oraz parametrów liniowych 1E  i 2E . Nie zmniejszaj�c ogólno�ci rozwa�a�, b�dziemy 

przyjmowa�, �e pierwiastki 1q  i 2q  równania kwadratowego (8) spełniaj� warunek 

21 qq ≤ . 
Analizuj�c wzory (13), łatwo zauwa�y�, �e warunek (iii) stosowalno�ci algorytmu 

jest spełniony wtedy i tylko wtedy, gdy rozwi�zania 1q  i 2q  równania kwadratowego 
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(8) s� rzeczywiste i spełniaj� nierówno�ci 10 21 <<< qq . Oczywistym warunkiem 
koniecznym i dostatecznym na to, aby 1q  i 2q  były rzeczywiste i takie, �e 21 qq ≠ , jest 

1
2

2 4 pp > . Wobec (19) nierówno�� 1
2

2 4 pp >  jest, w przypadku (A1)-(A2), równie� 

warunkiem wystarczaj�cym na to, aby pierwiastek 024 1
2

221 >��
�

��
� −−−= pppq . 

Łatwo tak�e sprawdzi�, �e gdy 1
2

2 4 pp > , to 1240 1
2

222 <��
�

��
� −+−=< pppq  

wtedy i tylko wtedy, gdy 21
2

2 240 ppp +<−< , lub równowa�nie 

2
2

21
2

2 4440 pppp ++<−< , czyli 0112 >++ pp . Udowodnili�my wi�c nast�-
puj�c� własno��. 

Własno�� 4. Je�li spełnione s� zało�enia (A1) i (A2), to parametry nieliniowe 1a  

i 2a  modelu Maxwella (4) generowane przez przedstawiony algorytm spełniaj� warunek 
(iii) wtedy i tylko wtedy, gdy składowe 1p  i 2p  wektora p (12) spełniaj� nierówno�ci 
 

 1
2

2 4 pp >       i    0112 >++ pp  (20) 
 

Mo�na pokaza� (Dodatek B, punkt 3), �e je�li spełnione s� zało�enia (A1) i (A2), to 
 

 1
0

122
1

ppp N α
α +<=− −  (21) 

 

Nierówno�� ta jest słabsza ni� drugi z warunków koniecznych i dostatecznych (20), 
jednak wszystkie przetestowane przykłady wskazuj�, �e w przypadku (A1)-(A2) speł-
niony jest tak�e warunek 0112 >++ pp , dowód nierówno�ci (21) bazuje bowiem na 
ci�gu bardzo silnych oszacowa� (p. Dodatek B, nierówno�� (D6)).  

Przejdziemy obecnie do analizy zadania najmniejszych kwadratów (16) rozwi�zy-
wanego w kroku 4 algorytmu. Zgodnie z Własno�ci� 3 zadanie to jest dobrze postawio-

ne, wtedy i tylko wtedy, gdy 21 qq ≠ , czyli równowa�nie 1
2

2 4 pp ≠ . Je�li 1
2

2 4 pp > , 
to 1q  oraz 2q  s� rzeczywiste. Warto�ci rzeczywiste przyjmuj� wi�c tak�e elementy 

wektora E . Poniewa� wektor E  spełnia równanie normalne UQEQQ ˆTT = , a jak 

łatwo sprawdzi�, wszystkie elementy 22 ×  wymiarowej macierzy QQT  oraz wektora 

UQ ˆT  s� dodatnie, przynajmniej jeden z elementów wektora E  jest równie� dodatni. 
Warunek konieczny i dostateczny na to aby 01 >E  i równocze�nie 02 >E  podaje 
nast�puj�ca własno��, wyprowadzona w Dodatku C, punkt 1. 

Własno�� 5. Je�li spełnione s� zało�enia (A1)-(A2) i 1
2

2 4 pp > , to parametry li-

niowe 1E  i 2E  modelu Maxwella (4) s� rzeczywiste i dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy 
spełnione s� dwie nierówno�ci 
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Mno��c nierówno�ci (22) i (23), obustronnie otrzymujemy warunek konieczny na 
to, aby parametry 1E  i 2E  były rzeczywiste i dodatnie 
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Z kolei uwzgl�dniaj�c struktur� macierzy Q  (14) łatwo sprawdzi�, �e wyznacznik  
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czyli równowa�nie 
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Wyznacznik ( ) 0>QQTdet  wtedy i tylko wtedy, gdy 21 qq ≠ , na mocy wzoru (25) 
warunek konieczny (24) jest wówczas spełniony to�samo�ciowo. Badania numeryczne 
przeprowadzone dla danych empirycznych, a tak�e badania symulacyjne wskazuj�, �e w 
przypadku (A1)-(A2) spełnienie warunku (24) gwarantuje, �e parametry 1E  i 2E  s� 

dodatnie, je�li tylko 21 qq ≠ . Poni�ej podano tak�e prosty warunek wystarczaj�cy, 
udowodniony w Dodatku C, punkt 2. 

Własno�� 6. Je�li spełnione s� zało�enia (A1)-(A2) i 1
2

2 4 pp >  oraz dla ka�dego 
11 −= Ni ,,�  spełnione s� nierówno�ci 
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to parametry liniowe 1E  i 2E  modelu Maxwella (4) s� rzeczywiste i dodatnie.  
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Przykład 1 
W pracy [Stankiewicz i Gołacki 2004] przedstawiony algorytm zastosowano do wy-

znaczenia modeli Maxwella opisuj�cych funkcje relaksacji próbek korzenia buraka 
cukrowego Oktawia w stanie jednoosiowego napr��enia i w stanie jednoosiowego od-
kształcenia na podstawie danych uzyskanych do�wiadczalnie przez Gołackiego. Zasto-
sowanie lepkospr��ystego liniowego modelu Maxwella do opisu własno�ci mechanicz-
nych próbek korzenia buraka cukrowego uzasadniaj� wyniki bada� prezentowane 
w wielu pracach, np. [Bzowska-Bakalarz 1994, Gołacki 2002].  

Tabela 1. Parametry modelu Maxwella (4) wyznaczone dla jednoosiowej funkcje relaksacji ( )tG X  
próbki korzenia buraka cukrowego 

Table 1. The parameters for Maxwell model (4) of uniaxial relaxation functions ( )tG X  of 
a sample of the sugar beet root 

 E1, MPa E2, MPa a1, s-1 a2, s-1 JN, MPa 

Metoda Pronye'go 14.10074 19.10886 0.78195 0.001686 0.240338 

Metoda quasi-Newtona 14.20997 19.12032 0.80391 0.001694 0.429453 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 2. Funkcja relaksacji ( )tGX  próbki korzenia buraka cukrowego w stanie jednoosiowego 
odkształcenia: wyznaczona metod� Prony'ego (linia ci�gła) i wyniki eksperymentu (linia 
przerywana) 

Fig. 2. Relaxation function ( )tGX  of a sample of the sugar beet root in the state of uniaxial strain 
determined by using the Prony method (solid line) and the experimental results (dash line) 

W tabeli 1 zestawiono warto�ci parametrów modelu Maxwella opisuj�cego przykła-
dow� funkcj� relaksacji ( )tGX  w stanie jednoosiowego odkształcenia wyznaczonych na 
podstawie przedstawionego algorytmu i parametrów wyznaczonych standardow� meto-
d� quasi-Newtona. Obliczenia bazuj� na pomiarach siły reakcji próbki w 240=N  

( )tGX ,  MPa 

t,  s  

35 

15 
0 20 40 60 80 100 120 
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punktach pomiarowych rozło�onych równomiernie w przedziale czasu s1200 ÷ . Do 
oceny jako�ci obu modeli zastosowano �redniokwadratowy wska�nik jako�ci 
 

 ( ) ( )[ ]�
−

=

−− +−=
1

0

2
21

21
1 N

i

tata
iN eEeEtG

N
J  

 

Przebieg funkcji relaksacji ( )tGX  wyznaczonej metod� Prony'ego przedstawiono na 
rysunku 2.  

 
Przykład 2 
Efektywno�� algorytmu Prony'ego ilustruje tak�e nast�puj�cy przykład, bazuj�cy na 

historycznych ju� danych Lanczosa [1956, str. 276] podanych w tabeli 2, którym swoje 
rozwa�ania ilustruje wielu autorów, np. [Varah 1985]. W tabeli 3 zestawiono parametry 
modelu wykładniczego postaci (4) uzyskane metod� Pronye'go oraz metod� quasi-
Newtona dla dwu punktów pocz�tkowych. Do oceny jako�ci modeli zastosowano kla-
syczny kwadratowy wska�nik jako�ci 
 

 ( ) ( )[ ]�
−

=

−− +−=
1

0

2
21

21
N

i

tata
i eEeEtGJ  (28) 

 

Tabela 2. Dane Lanczosa [Lanczos 1956] 
Table 2. The Lanczos data [Lanczos 1956] 

ti  0.00    0.05     0.10    0.15     0.20     0.25     0.30    0.35     0.40    0.45     0.50     0.55 

G(ti)  2.51    2.04     1.67    1.37     1.12     0.93     0.77    0.64     0.53    0.45     0.38     0.32 

ti  0.60    0.65     0.70    0.75     0.80     0.85     0.90    0.95       1.00    1.05     1.10    1.15 

G(ti)  0.27    0.23     0.20    0.17     0.15     0.13     0.11     0.10      0.09    0.08     0.07    0.06 

Tabela 3. Parametry modelu wykładniczego postaci (4) wyznaczone dla danych Lanczosa 
Table 3. The parameters for exponential model of (4) form computed for Lanczos data 

Parametry E1 E2 a1 a2 J 

Metoda Pronye'go 

Wyznaczone parametry 0.339 2.168 8.457 3.531 0.00562 

Metoda quasi-Newtona 

Punkt startowy 1.2 1.5 2 1 15.36403 

Wyznaczone parametry -0.1970 2.66184 3.86821 3.79850 0.01601 

Punkt startowy 0.5 2 8 4 0.17786 

Wyznaczone parametry 2.1050 0.4032 4.5719 1.8088 0.00256 

 
Je�li dysponujemy dobrym punktem startowym (drugi punkt), to metoda quasi-

Newtona zapewnia lepsz� aproksymacj� danych ni� metoda Prony'ego. Jednak wów-
czas, gdy punkt startowy jest �le  dobrany  (pierwszy  punkt),  mo�e  ona  prowadzi�  do 
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Rys. 3. Przebieg funkcji ( )tG  danej modelem wykładniczym (4) wyznaczonej metod� Prony'ego 
(linia ci�gła) i wyniki eksperymentu (punkty) dla danych Lanczosa 

Fig. 3. The function ( )tG  described by exponential model of (4) form computed by using the 
Prony method (solid line) and the experimental results (points) for Lanczos data 

wyznaczenia rozwi�zania fizykalnie bezsensownego (parametr 01 <E ), metoda ta 
zapewnia bowiem tylko wyznaczenia lokalnego minimum wska�nika jako�ci J  (28). 
Przebieg wyznaczonej metod� Prony'ego funkcji ( )tG  danej modelem postaci (4) 
przedstawiono na rysunku 3. 

PODSUMOWANIE 

Zastosowanie metody Prony'ego do identyfikacji modelu Maxwella prowadzi do 
dwustopniowego schematu identyfikacji. Najpierw w kroku 2 wyznaczane s� współ-
czynniki równa� ró�nicowych (9) optymalne w sensie najmniejszych kwadratów, to 
umo�liwia wyznaczenie parametrów nieliniowych modelu 1a  i 2a . Nast�pnie w 4 kro-
ku wyznacza si� liniowe parametry modelu 1E  i 2E , stosuj�c ponownie metod� naj-
mniejszych kwadratów. Taka dekompozycja klasycznego nieliniowego zadania naj-
mniejszych kwadratów (5) powoduje, �e otrzymany model jest z reguły suboptymalny 
w sensie globalnego kwadratowego wska�nika jako�ci wyst�puj�cego w (5). Obliczenia 
s� jednak znacznie szybsze ni� przy bezpo�redniej minimalizacji wska�nika jako�ci, 
metoda nie wymaga te� wyznaczania wektora gradientu i macierzy hesjanu funkcji celu 
oraz doboru punktu startowego i zapewnia bardzo dobre rezultaty w przypadku pomia-
rów bezszumowych oraz przy niewielkich zakłóceniach. W przypadku silniejszych 
zakłóce� lepsze rezultaty mo�na osi�gn��, stosuj�c mniej efektywn� obliczeniowo, 
metod� Osborna i Smytha [1995], ewentualnie stosuj�c wst�pn� filtracj� sygnałów. 

( )tG  

t,  s  
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Rozpatrywany w tej pracy problem aproksymacji danych sum� funkcji wykładni-
czych jest jednym z najistotniejszych i najcz��ciej w analizie danych wyst�puj�cych 
problemów identyfikacji. Modele wykładnicze s� bowiem stosowane nie tylko do mo-
delowania własno�ci mechanicznych materiałów lepkospr��ystych, ale tak�e w mode-
lowaniu przepływów mi�dzykomorowych w medycynie i biologii, tak� posta� przyjmu-
j� równie� modele kompartmentowe [Kundu i Mitra 1998, Gutenbaum 2003]. Zało�enie 
dodatniej warto�ci współczynników jE  oraz wykładników ja  jest tak�e typowe dla 

wielu dziedzin zastosowania. Z matematycznego punktu widzenia koresponduje ono z 
zało�eniem, �e dane pomiarowe tworz� ci�g monotonicznie malej�cy. 

DODATEK A 

Dowód Twierdzenia 1. Niech rzeczywista funkcja relaksacji ( )tG  b�dzie postaci 

( ) tata eEeEtG 21
21

~~ ~~ −− += , gdzie 21 aa ~~ ≠  i 01 >E
~

, 02 >E
~

. Niech W~  i U~  oznaczaj� 

macierze o strukturze (10) dla ( ) ( ) ( )ii
i qEqEtG 2211

~~~~ += , gdzie ∆1
1

aeq
~~ −=  a ∆2

2
aeq
~~ −= . 

Definiuj�c macierze V~  i 1M  oraz wektor 2M  
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macierz W~
 i wektor U~  mo�na zapisa� w postaci 1MVW ~~ =  i 2MVU ~~ −= . St�d 

wektor parametrów p  wyznaczany w kroku 2 algorytmu według formuły (12) dany jest 
wzorem 
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Poniewa� 21 qq ~~ ≠ , macierz VV ~~ T  jest nieosobliwa (V~  jest macierz� Vandermonde'a). 

Równie� macierz 1M  jest nieosobliwa, poniewa� ( ) ( ) 012211 >−= qqEEdet ~~~~M . W kon-
sekwencji na podstawie wzoru (D2) mamy 
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czyli ( ) 2
1

1 MMp −−= . St�d uwzgl�dniaj�c struktur� macierzy 1M  i wektora 2M  
(D1), otrzymujemy 
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i ostatecznie po prostych przekształceniach 
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Wobec tego 1q~  i 2q~  s� jedynymi pierwiastkami równania (8) rozwi�zywanego 
w kroku 3 algorytmu dla parametrów 211 qqp ~~=  i ( )212 qqp ~~ +−= . Na podstawie wzo-

rów (13) uzyskujemy wi�c ( ) 111 aqlna ~~ =−= ∆  i ( ) 222 aqlna ~~ =−= ∆ . 

Niech Q
~

 i Û~  oznaczaj� macierze Q  i Û~  o strukturze (14) dla 11 qq ~=  i 22 qq ~= . 

Poniewa� ( ) ( ) ( )ii
i qEqEtG 2211

~~~~ += , uwzgl�dniaj�c struktur� macierzy Û~ i Q
~

 (14) 

oraz [ ]TEE 21
~~~ =E , łatwo sprawdzi�, �e zachodzi równo�� EQU ~~~̂ = . Macierz QQ

~~T  
jest nieosobliwa, gdy� 21 qq ~~ ≠ . Wobec tego wektor współczynników spr��ysto�ci E  

obliczony w kroku 4 algorytmu jest równy ( ) ( ) EEQQQQUQQQE ~~~~~~~̂~~~ ===
−− TTTT 11

. 
Algorytm identyfikacji gwarantuje wi�c wyznaczenie rzeczywistych parametrów 

1E
~

, 2E
~

 oraz 1a~  i 2a~ . 

DODATEK B 

1. Wyprowadzenie wzoru (18). Uwzgl�dniaj�c struktur� macierzy W  łatwo 
sprawdzi�, �e  
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Wykorzystuj�c to�samo�� Lagrange’a [Le�manowicz i Ło� 1972]: 
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po prostych przekształceniach algebraicznych otrzymujemy  
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a st�d, po uwzgl�dnieniu definicji faktorów iα , wynika wzór (18). 

2. Dowód nierówno�ci (19). Analizuj�c struktur� macierzy TW  i ( ) 1−
WW T  oraz 

wektora U  łatwo sprawdzi�, �e parametr 1p  dany jest wzorem 
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Wykorzystuj�c to�samo�� Czebyszewa [Le�manowicz i Ło� 1972]: 
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mo�na pokaza�, �e 
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lub równowa�nie 
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Poniewa� ( ) 0>WW Tdet , w przypadku (A1)-(A2) pierwsza z nierówno�ci (19) wy-
nika wprost z (D3). Podobnie mo�na pokaza�, �e  
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a st�d, w przypadku (A1)-(A2), natychmiast otrzymujemy nierówno�� 02 <p . 

3. Dowód nierówno�ci (21). Łatwo sprawdzi�, �e  
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St�d, je�li spełnione jest zało�enie (A2), to 
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Mno��c nierówno�� (D6) obustronnie przez ( ) ( )[ ]2
11 −− ki tGtG , a nast�pnie sumuj�c 

obustronnie po 11 −= Ni ,,�  oraz  11 −+= Nik ,,�  i  dziel�c przez ( )WW Tdet  
dany wzorem (18), oraz uwzgl�dniaj�c wzory (D3) i (D4), otrzymujemy nierówno�� 
(21). 

DODATEK C 

1. Dowód Własno�ci 5. Poniewa� dla 1
2

2 4 pp >  parametry 21 qq ≠  i macierz 

QQT  jest nieosobliwa. Analizuj�c struktur� macierzy Q , ( )QQT  oraz Û , łatwo 
sprawdzi�, �e  
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St�d, poniewa� dla 21 qq ≠  wyznacznik ( ) 0>QQTdet , na mocy wzoru na sum� 
szeregu geometrycznego natychmiast otrzymujemy warunki (22) i (23). 

2. Dowód Własno�ci 6. Na podstawie (D9) mamy  
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Poniewa� 
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i równocze�nie 
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na podstawie (D11) otrzymujemy oszacowanie 
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Wobec tego je�li spełniona jest nierówno�� (26), to 01 >E , poniewa� przynajmniej 
dla 1=i  nierówno�� (26) jest nierówno�ci� ostr�. Podobnie wykorzystuj�c wzór (D10) 
oraz oszacowania (D12) i (D13) mo�na pokaza�, �e je�li spełniona jest nierówno�� (27), 
to 02 >E . 
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IDENTIFICATION OF THE MATHEMATICAL MODELS OF VISCOELA-
STIC BIOLOGICAL MATERIALS USING PRONY METHOD 

Abstract. An algorithm, based on Prony approach, for identification of the relaxation 
modulus of linear viscoelastic materials described by Maxwell model is presented. It is 
proved, that if the real relaxation modulus is four-element Maxwell and the measurements 
are not corrupted by noise, then the identifiability of the real parameters of the relaxation 
modulus is guaranteed. It is also proved that all the computational tasks solved in the 
identification scheme are well-posed in the Hadamard sense. Next the necessary and suf-
ficient conditions for the applicability of the algorithm to identifying the four-parameter 
Maxwell models are derived. The effectiveness of the method is demonstrated through the 
computation of the relaxation function of the beet sugar root samples in the state of the 
uniaxial strain. The second example using Lanczos data is also enclosed. 
 
Key words: viscoelasticity, stress relaxation function, Maxwell model, identification al-
gorithm 
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