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ALGORYTM  IDENTYFIKACJI  ZMIENNYCH  W  CZASIE 
MODUŁÓW  ODKSZTAŁCENIA  POSTACIOWEGO  
I  OBJ�TO�CIOWEGO  RO�LINNYCH  MATERIAŁÓW 
LEPKOSPR��YSTYCH 

Anna Stankiewicz, Krzysztof Gołacki 
Akademia Rolnicza w Lublinie 

Streszczenie: Celem pracy było opracowanie komputerowego algorytmu identyfikacji 
zmiennych w czasie modułów odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego materiałów 
liniowo lepkospr��ystych na podstawie uzyskanych eksperymentalnie czasowych prze-
biegów funkcji relaksacji napr��e� w walcowych próbkach badanego materiału w stanie 
jednoosiowego odkształcenia i napr��enia. Procedura identyfikacji realizowana jest dwu-
stopniowo: na stopniu pierwszym wyznaczane s� modele opisuj�ce przebieg jednoosio-
wych funkcji relaksacji, drugi stopie� procedury zapewnia wyznaczenie modułów od-
kształcenia postaciowego i obj�to�ciowego. Pokazano, �e je�li jednoosiowe funkcje relak-
sacji aproksymowane s� czteroparametrowymi modelami Maxwella, to moduły odkształ-
cenia postaciowego i obj�to�ciowego mo�na przedstawi� jako kombinacj� czterech funk-
cji wykładniczych oraz składowych całkowych b�d�cych sum� pojedynczych, podwój-
nych oraz potrójnych splotów pierwotnych i zmodyfikowanych funkcji Bessela pierwsze-
go rodzaju. Do identyfikacji jednoosiowych funkcji relaksacji opisanych modelem 
Maxwella zastosowano metod� Prony’ego. Stosuj�c zaproponowany algorytm wyznaczo-
no przebiegi w czasie modułów odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego dla próbek 
korzeni buraka cukrowego na podstawie dyskretnych pomiarów sił reakcji próbki w wa-
runkach stanu jednoosiowego odkształcenia oraz jednoosiowego napr��enia uzyskanych 
podczas niezale�nych testów relaksacji napr��e�.  

Słowa kluczowe: lepkospr��ysto��, test relaksacji napr��e�, moduły odkształcenia posta-
ciowego i obj�to�ciowego, algorytm identyfikacji, funkcje Bessela 

WPROWADZENIE 

Pomimo i� w ci�gu ostatnich kilkudziesi�ciu lat powstały nowe metody badania 
i oceny odporno�ci mechanicznej materiałów ro�linnych, w tym tak�e metody nienisz-
cz�ce, okre�lenie stanu napr��e� i odkształce� pod wpływem ró�nego typu obci��e� 
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pozostaje nadal istotnym elementem charakterystyki mechanicznej warzyw i owoców. 
Dotyczy to zarówno przypadków obci��e� o charakterze quasi-statycznym, jak i dyna-
micznym. Aby poprawnie okre�li� rozkłady napr��e� i odkształce� w lepkospr��ystych 
materiałach ro�linnych pod obci��eniem, konieczne jest wyznaczenie pewnych dodat-
kowych charakterystyk materiałowych, do których nale�� zale�ne od czasu moduły od-
kształcenia obj�to�ciowego i postaciowego [Rao i Steffe 1992]. Znajomo�� tych modułów 
umo�liwia szczegółow� analiz� zachowa� owoców i warzyw pod wpływem ró�norod-
nych obci��e� i deformacji z wykorzystaniem metody elementów sko�czonych lub meto-
dy elementów brzegowych, stanowi� one bowiem dane wej�ciowe dla obu metod.  

Moduły odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego nie s� wprost dost�pne pomia-
rowo, musz� wi�c by� wyznaczane na podstawie innych charakterystyk uzyskanych 
do�wiadczalnie. De Baerdemeaker i Segerlind [1976] opracowali metod� wyznaczania 
zmiennych w czasie modułów odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego na bazie 
dwu standardowych testów relaksacji napr��e� wykonywanych w warunkach stanu 
jednoosiowego odkształcenia i napr��enia. Metoda ta jest stosowana tak�e współcze�nie 
[Rao i Steffe 1992, Gołacki 2002, Fincan i Dejmek 2003]. Zakres przedstawionej przez 
nich numerycznej procedury obliczeniowej wykorzystuj�cej wielomiany Jacobiego, ze 
wzgl�du na własno�ci tych wielomianów, jest jednak do�� ograniczony.  

Celem tej pracy jest przedstawienie kompletnego algorytmu obliczeniowego identy-
fikacji zmiennych w czasie modułów odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego. 
Pokazano, �e gdy funkcje relaksacji napr��e� aproksymowane s� czteroparametrowymi 
modelami Maxwella, to moduły odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego mo�na 
przedstawi� jako kombinacj� funkcji wykładniczych oraz składowych całkowych b�d�-
cych sum� pojedynczych, podwójnych oraz potrójnych splotów pierwotnych i zmodyfi-
kowanych funkcji Bessela pierwszego rodzaju. Ta dokładna formuła analityczna jest 
podstaw� opracowanego dwustopniowego algorytmu identyfikacji, w którym na stopniu 
pierwszym procedury, na podstawie dyskretnych pomiarów sił reakcji próbki w warun-
kach stanu jednoosiowego odkształcenia oraz jednoosiowego napr��enia zgromadzo-
nych w standardowym te�cie relaksacji napr��e� [Derski i Ziemba 1968, Gołacki 1998], 
wyznaczane s� czteroparametrowe modele Maxwella opisuj�ce przebieg jednoosiowych 
funkcji relaksacji napr��e� w badanym materiale, natomiast drugi stopie� procedury 
zapewnia wyznaczenie modułów odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego. 

MATERIAŁ  I  METODY 

Moduły odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego 
Przyjmuje si�, �e dla materiałów liniowo lepkospr��ystych moduł odkształcenia po-

staciowego ( )tG  i moduł odkształcenia obj�to�ciowego ( )tK  oraz funkcje relaksacji 

( )tG1  dla �cinania oraz ( )tG2  dla równomiernego i wszechstronnego �ciskania wi��� 
nast�puj�ce liniowe zwi�zki [Christensen 1971] 
 

 ( ) ( )
2
1 tG

tG =  (1) 
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 ( ) ( )
3
2 tG

tK =  (2) 
 

Zarówno moduły ( )tG  i ( )tK  jak i funkcje relaksacji ( )tG1  i ( )tG2  nie s� wprost 
dost�pne pomiarowo. Mo�na je jednak wyznaczy� na podstawie wyznaczonych do-
�wiadczalnie dla badanego materiału funkcji relaksacji ( )tX  w stanie jednoosiowego 

odkształcenia oraz funkcji relaksacji ( )tE  w stanie jednoosiowego napr��enia, korzy-
staj�c z nast�puj�cych zale�no�ci [Christensen 1971, De Baerdemeaker i Segerlind 
1976] 
 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )sGsG

sGsG
sE

21

21

2
3

+
=  (3) 

i 
 ( ) ( ) ( )sGsXsG 12 23 −=  (4) 
 

gdzie ( )sE  i ( )sX  s� transformatami Laplace’a funkcji relaksacji napr��e� ( )tE  
i ( )tX , natomiast ( )sG1  i ( )sG2  to transformaty Laplace’a funkcji relaksacji ( )tG1  

i ( )tG2 . Na podstawie równa� (3) i (4) łatwo wyprowadzi� wzór [Gołacki 2002] 
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )sXsEsXsEsXsEsG 163
4
1

3
4
1 2

1 −+−+=  (5) 
 

Znaj�c funkcje relaksacji ( )tE  i ( )tX  transformaty Laplace’a modułów odkształce-
nia postaciowego ( )tG  i obj�to�ciowego ( )tK  mo�na wyznaczy� korzystaj�c kolejno 

z zale�no�ci (5), (4) oraz (1) i (2). Funkcje relaksacji napr��e� ( )tE  i ( )tX  mo�na wy-
znaczy� eksperymentalnie, rejestruj�c sił� reakcji dwu próbek z tego samego materiału 
w warunkach jednoosiowego stanu napr��e� i jednoosiowego stanu odkształce� [Hu-
ghes i Segerlind 1972, Gołacki 2002]. Identyfikacja modułów ( )tG  i ( )tK  sprowadza 

si� wi�c do numerycznego problemu wyznaczenia transformat Laplace’a ( )sE  i ( )sX  
funkcji relaksacji ( )tE  i ( )tX  na podstawie danych pomiarowych, a nast�pnie wyzna-

czenie oryginału ( )tG1  transformaty Laplace'a ( )sG1  danej wzorem (5) oraz obliczenia 
( )tG2 , ( )tG  i ( )tK  zgodnie z wzorami (4), (1) i (2). Wyznaczenie przebiegów czaso-

wych modułów ( )tG  oraz ( )tK  umo�liwia przedstawiony w tej pracy dwustopniowy 
algorytm, w którym na stopniu pierwszym procedury na podstawie dyskretnych pomia-
rów funkcji ( )tE  i ( )tX  wyznaczany jest czteroparametrowy model Maxwella opisuj�-
cy przebieg relaksacji napr��e� w badanym materiale, natomiast drugi stopie� procedu-
ry zapewnia wyznaczenie oryginału ( )tG1  transformaty ( )sG1  (5) oraz modułów od-
kształcenia postaciowego ( )tG  i obj�to�ciowego ( )tK . Do identyfikacji jednoosiowych 
funkcji relaksacji opisywanych modelem Maxwella zastosowano metod� Prony’ego. De 
Baerdemeaker i Segerlind [1976] do wyznaczenia oryginału ( )tG1  transformaty La-
place'a ( )sG1  (5) zastosowali procedur� numeryczn� opart� na przybli�eniu funkcji 
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( )tG1  sko�czonym szeregiem ortogonalnych wielomianów Jacobiego. Jednak ze wzgl�-
du na własno�ci tych wielomianów metoda ta pozwala aproksymowa� oryginał ( )tG1  
tylko dla bardzo małych czasów. W tej pracy pokazano, �e dla czteroparametrowego 
modelu Maxwella funkcj� relaksacji ( )tG1  mo�na przedstawi� jako kombinacj� czte-
rech funkcji wykładniczych oraz składowych całkowych b�d�cych sum� pojedynczych, 
podwójnych oraz potrójnych splotów pierwotnych i zmodyfikowanych funkcji Bessela 
pierwszego rodzaju. Funkcje Bessela s� szeroko stosowane w fizyce [Tichonow i Sa-
marski 1963], technice [W�grzyn 1958] i teorii sygnałów [Szabatin 1990], znajduj� 
tak�e zastosowanie do opisu własno�ci o�rodków lepkospr��ystych [Gołacki i Stankie-
wicz 2002, Stankiewicz 2003].  

Identyfikacja funkcji relaksacji ( )tE  i ( )tX  
Powszechnie przyj�tym sposobem opisu zjawiska relaksacji zachodz�cego w mate-

riale liniowo-lepkospr��ystym jest model Maxwella, opisuj�cy funkcje relaksacji sum� 
dodatnich funkcji wykładniczych [Derski i Ziemba 1968, Christensen 1971]. Funkcje 
relaksacji ( )tE  oraz ( )tX  materiałów ro�linnych mo�na przybli�y� [De Baerdemeaker 
i Segerlind 1976, Chen i Chen 1986, Gołacki 1998] stosuj�c czteroparametrowe modele 
Maxwella: 
 

 ( ) tbtb eAeAtE 12
12

11
11

−− +=  (6a) 
 

 ( ) tbtb eAeAtX 22
22

21
21

−− +=  (6b) 
 

Chen i Fridley [1972] pokazali, �e je�li funkcje relaksacji ( )tE  oraz ( )tX  opisane s� 
modelami Maxwella (6a) i (6b), to siły reakcji próbki �ciskanej wzdłu� osi w stanie 
jednoosiowego napr��enia i w stanie jednoosiowego odkształcenia, w drugiej fazie testu 
relaksacji napr��e�, w której utrzymywane jest stałe odkształcenie opisuj� modele  
 

 ( ) ( ) ( )
m

mttbmttb
E tteaeatF ≥+= −−−− ,12

12
11

11  (7a) 
 

 ( ) ( ) ( )
m

mttbmttb
X tteaeatF ≥+= −−−− ,22

22
21

21  (7b) 
 

gdzie l  oznacza wysoko��, a p  pole przekroju poprzecznego próbki, v  jest pr�dko�ci� 

deformacji, mt  to czas narastania odkształcenia. Parametry jia i jiA wi��� równo�ci 
 

 ( ) 21211 ,,,, ==−= −
ije

bl

Avp
a mtjib

ji

ji
ji  (8) 

 

B�dziemy zakłada�, �e przeprowadzono eksperyment dyskretny (test relaksacji na-
pr��e�), którego rezultatem jest zbiór pomiarów siły reakcji badanej próbki w stanie 
jednoosiowego napr��enia ( )iE tF  i siły reakcji w stanie jednoosiowego odkształcenia 

( )iX tF  zgromadzonych w drugiej fazie testu, czyli dla mi tt ≥ , 110 −= Ni ,,, � .  
W klasycznie sformułowanych zadaniach wyboru optymalnych modeli postaci (7a) 

i (7b) współczynniki 11a , 12a , 21a  i 22a  oraz wykładniki 11b , 12b , 21b  i 22b  w tych 
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modelach dobiera si� tak, aby przybli�ały one wyniki eksperymentu jak najlepiej 
w sensie najmniejszej sumy kwadratów  
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Zadania (9) s� nieliniowymi problemami najmniejszych kwadratów. Jak wiadomo, 
numeryczne wyznaczenie optymalnych parametrów jia  i wykładników jib  jest jednak 

nawet w przypadku sumy dwu funkcji wykładniczych zadaniem skomplikowanym, 
stosunkowo trudnym w implementacji, a przede wszystkim �le postawionym [Kammler 
1979, Varah 1985]. Kammler [1979] wykazał, �e je�eli ci�g danych pomiarowych (tu: 

( ){ }iX tF  oraz ( ){ }iE tF ) jest monotonicznie malej�cy, to optymalne modele postaci (7a) 
i (7b) istniej� i zarówno parametry aij, jak i wykładniki bij s� dodatnie. Lanczos [1956], 
a nast�pnie Kammler [1979] oraz Varah [1985] pokazali, i� nawet w rozpatrywanym tu 
zadaniu aproksymacji ci�gu monotonicznie malej�cego sum� dwu funkcji wykładni-
czych, mo�e istnie� kilka modeli optymalnych, Lanczos wskazał tak�e na skrajn� wra�-
liwo�� wykładników bij na nawet bardzo małe zaburzenia danych. Standardowe nume-
ryczne techniki minimalizacji, takie jak algorytmy kierunków poprawy, metody quasi-
newtonowskie lub metody kierunków sprz��onych, nie s� wi�c skutecznym narz�dziem 
rozwi�zania zadania nieliniowych najmniejszych kwadratów dla modeli wykładniczych, 
szczególnie wówczas, gdy nie dysponujemy dobrym punktem startowym. W ci�gu 
ostatnich kilkudziesi�ciu lat opracowano kilka specjalnych metod aproksymacji danych 
pomiarowych sum� funkcji wykładniczych [Evans i in. 1980, Kamler 1979, Ruhe 1980]. 
Osborne [1975], a nast�pnie Osborne i Smyth [1995] oraz Petersson i Holmström [1998] 
zastosowali do rozwi�zania zadania aproksymacji danych sum� funkcji wykładniczych 
ide� starej osiemnastowiecznej metody Prony’ego [1795]. W tej pracy zastosowano mo-
dyfikacj� metody Prony’ego przypisywan� Hildebrandowi [1956], omówion� szczegóło-
wo w pracy [Stankiewicz 2004], która w przypadku dwuwymiarowym prowadzi do bar-
dzo prostego w implementacji dwuetapowego schematu identyfikacji. 

Zastosowanie metody Prony’ego do identyfikacji modelu Maxwella 
Rozwa�my problem aproksymacji danego zbioru obserwacji ( ){ }ii tFt , , 

110 −= Ni ,,, � , sum� dwu funkcji wykładniczych  
 

 ( ) ( ) ( )02
2

01
1

ttbttb eaeatF −−−− +=  (10) 
 

B�dziemy zakłada�, �e pomiary ( )itF , 110 −= Ni ,,, � , przeprowadzono w stałych 
odst�pach czasu ∆  poczynaj�c od 00 ≥t , czyli ∆itti += 0 . Zachodz� wówczas rów-
no�ci 

 ( ) ( ) ii
i qaqaitFtF 22110 +=+= ∆ ,  110 −= Ni ,,, �  (11) 

 

gdzie 
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 ∆1
1

beq −= ,    ∆2
2

beq −=  (12) 
 

Niech 1q  i 2q  b�d� pierwiastkami nast�puj�cego równania algebraicznego 
 

 012
2 =++ pqpq  (13) 

 

Łatwo sprawdzi�, �e zachodz� nast�puj�ce liniowe równania ró�nicowe 
 

 ( ) ( ) ( ) 01122 =++ ++ iii tFptFptF ,   310 −= Ni ,,, �  (14) 
 

Wprowadzaj�c notacj� wektorowo-macierzow�  
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układ równa� (14) mo�na zapisa� w zwartej postaci 
 

 pWU =  (16) 
 

Stosuj�c do równania (16) metod� najmniejszych kwadratów, czyli minimalizuj�c 

kwadratowy wska�nik jako�ci 2pWU −  zale�ny od wektora p , otrzymujemy nast�-

puj�ce oszacowanie wektora współczynników układu równa� ró�nicowych (14) 
 

 ( ) UWWWp TT 1−
=  

 

Znaj�c współczynniki 1p  i 2p  mo�emy łatwo policzy� pierwiastki 1q  i 2q  równa-
nia kwadratowego (13) oraz na podstawie wzorów (12) parametry 1b i 2b . 

Parametry 1a  i 2a  wyznaczymy na podstawie układu równa� (11). Układ ten mo�na 
zapisa� w postaci wektorowo-macierzowej 
 

 aQU =ˆ  (17) 
 

gdzie wektor wszystkich pomiarów Û  oraz wektor parametrów a  i macierz Q  s� 
nast�puj�ce  
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Stosuj�c ponownie metod� najmniejszych kwadratów do równania (17), otrzymujemy  
 

 ( ) UQQQa ˆTT 1−
=  
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Łatwo zauwa�y�, �e obliczenia realizowane s� dwuetapowo. Najpierw wyznaczane 
s� współczynniki liniowych równa� ró�nicowych (14) optymalne w sensie najmniej-
szych kwadratów oraz wykładniki 1b  i 2b , czyli parametry nieliniowe modelu (10). 

Nast�pnie wyznacza si� parametry liniowe modelu 1a  i 2a , stosuj�c ponownie metod� 
najmniejszych kwadratów. Taka dekompozycja zadania identyfikacji modelu (10) po-
woduje, �e otrzymany model jest z reguły suboptymalny w sensie globalnego klasycz-
nego kwadratowego wska�nika jako�ci identyfikacji postaci 
 

 ( ) ( ) ( )( )[ ]�
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−−−− +−
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2
02

2
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N
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titbtitb
i eaeatF  

 

Obliczenia s� jednak znacznie szybsze ni� przy bezpo�redniej minimalizacji wska�-
nika jako�ci, metoda nie wymaga te� wyznaczania wektora gradientu i macierzy hesjanu 
funkcji celu. Metoda nie wymaga tak�e doboru punktu startowego i zapewnia bardzo 
dobre rezultaty w przypadku pomiarów bezszumowych oraz przy niewielkich zakłóce-
niach. W przypadku silniejszych zakłóce� lepsze rezultaty mo�na osi�gn��, stosuj�c 
mniej efektywn� obliczeniowo metod� Osborna i Smytha [1995], ewentualnie stosuj�c 
wst�pn� filtracj� sygnałów. 

Je�li rzeczywista funkcja ( )tF  opisana jest sum� dwu dodatnich funkcji wykładni-
czych, a jej pomiary nie s� obci��one zakłóceniami, to przedstawiona procedura identy-
fikacji prowadzi do wyznaczenia rzeczywistych parametrów 1b  i 2b  oraz 1a  i 2a , czyli 
zapewnia ich identyfikowalno�� [Stankiewicz 2004, Twierdzenie 1]. W pracy [Stankie-
wicz 2004] podano tak�e warunki, przy których wszystkie zadania obliczeniowe algo-
rytmu s� dobrze postawione w sensie Hadamarda [Gutenbaum 2003], tzn. ich rozwi�za-
nia istniej�, s� jednoznaczne i ci�głe wzgl�dem danych. Przeprowadzono tak�e dyskusj� 
i podano warunki (głównie wystarczaj�ce) stosowalno�ci przedstawionego algorytmu 
do zadania identyfikacji czteroparametrowych modeli Maxwella, tzn. warunki przy 
których nie tylko wszystkie zadania obliczeniowe  algorytmu s� dobrze postawione, ale 
tak�e uzyskane rozwi�zanie jest fizykalnie sensowne, czyli parametry 1b  i 2b  oraz 1a  

i 2a  s� rzeczywiste, dodatnie i takie, �e 21 bb ≠ . 

Parametry liniowe jiA  modeli Maxwella (6) łatwo obliczy� na podstawie równa� (8). 

Wyznaczenie modułów odkształcenia postaciowego ( )tG  i obj�to�ciowego ( )tK  
Przejdziemy obecnie do wyznaczenia modułów odkształcenia postaciowego ( )tG  

i obj�to�ciowego ( )tK . Na podstawie zale�no�ci (1), (2), (4) oraz (5) i (6) do wyzna-
czenia przebiegów czasowych tych modułów niezb�dne jest wyznaczenie oryginału 

( )tG  transformaty Laplace'a ( )sG1  danej wzorem (5) lub równowa�n� formuł�: 
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )sEsXsEsXsXsEsG −−−+= 9
4
1

3
4
1

1  

gdzie ( )sE , ( )sX  s� transformatami Laplace’a empirycznych funkcji relaksacji ( )tE  

i ( )tX  danych modelami Maxwella (6a) i (6b). Transformat� ( )sG1  mo�na przedstawi� 
jako ró�nic�: 
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 ( ) ( ) ( )sWsUsG −= 11  (19) 
 

wyra�enia ( ) ( ) ( )( )sXsEsU 3
4
1

1 +=  o oryginale danym sum� czterech funkcji wykład-

niczych 
 

 ( ) ( )tbtbtbtb eAeAeAeAtU 22
22

21
21

12
12

11
111 33

4
1 −−−− +++=  

 

oraz funkcji 
 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )sEsXsEsXsW −−= 9
4
1

 (20) 
 

Łatwo sprawdzi�, �e pod pierwiastkiem w (20) wyst�puje wyra�enie wymierne, któ-
rego licznik jest wielomianem zmiennej zespolonej s rz�du 6., a mianownik wielomia-
nem rz�du 8. Funkcj� ( )sW  mo�na jednak przedstawi� w równowa�nej postaci 
 

 ( ) ( ) ( )sYsUsW 2=  (21) 
 

gdzie ( ) ( ) ( )( )sEsXsU −=
4
1

2  jest wyra�eniem wymiernym, którego oryginał dany jest 

wzorem  
 

 ( ) ( )tbtbtbtb eAeAeAeAt,U 12
12

11
11

22
22

21
212 4

1 −−−− −−+=c  
 

natomiast  

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )sEsX

sEsX
sY

−
−= 9

 (22) 

 

jest wyra�eniem wymiernym, którego licznik i mianownik s� wielomianami rz�du 3.  

Posta� oryginału Laplace'a funkcji ( ) ( )sYsZ =  zale�y od własno�ci funkcji ( )sY . 

Wyra�enie wymierne ( )sY  mo�na przestawi� w postaci: 
 

 ( ) ( )( )( )
( )( )( )321

321

ssssss
zszszs

MsY
−−−
−−−

=  (23) 

 

gdzie ( ) ( )1211222112112221 99 AAAAAAAAM −−+−−+= . Zera 321 zzz ,,  oraz 
bieguny 321 sss ,,  funkcji ( )sY  zale�� od parametrów 12111211 bbAA ,,,  

i 22212221 bbaA ,,,  modeli (6), ich poło�enie na płaszczy�nie zespolonej decyduje o 

postaci oryginału transformaty ( )sY . 

Mo�liwe s� cztery komplementarne przypadki: 
 

 (i) 321 zzz ,,  oraz 321 sss ,,  s� rzeczywiste 
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 (ii) 321 zzz ,,  oraz 1s  s� rzeczywiste a 2s  i 3s  s� zespolone 
 

 (iii) 1z  jest rzeczywiste, 32 zz ,  s� zespolone, natomiast 321 sss ,,  s� rzeczywiste 
 

 (iv) 1z  i 1s s� rzeczywiste, 32 zz ,  oraz 32 ss ,  s� zespolone. 
 

Oryginał Laplace'a funkcji ( ) ( )sYsZ =  podaje nast�puj�ce twierdzenie. Zdefiniu-

jemy: 
 

 ( ) ( ) ( )[ ] 321
2210 ,,,,, =
+

=
−

=+= i
zs

q
zs

ptpItpIeptf ii
i

ii
iii

tiq
ii , 

 

gdzie ( )xIn  jest zmodyfikowan� funkcj� Bessela pierwszego rodzaju n-tego rz�du [Ti-
chonow i Samarski 1963]. 

B�dziemy przyjmowa�, �e 
(A1) parametry liniowe modeli (6) spełniaj� warunek 12112221 AAAA +>+ . 

Zało�enie to jest naturalne w kontek�cie modelowania zjawisk relaksacji je�li modele 
(6) stanowi� dobre przybli�enie rzeczywistych funkcji relaksacji ( )tE  i ( )tX , poniewa� 
funkcje relaksacji ( )tE  i ( )tX  spełniaj� warunek ( ) ( )00 XE < . 
 

Twierdzenie [Stankiewicz 2000]. Je�li spełnione jest zało�enie (A1), to oryginał 

transformaty Laplace'a ( ) ( )sYsZ = , gdzie ( )sY  jest wyra�eniem wymiernym (22), 

istnieje i przyjmuje ogóln� posta�: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )�
�

�
�
�

�
+−++= � tdtgftgtfMtZ i

t

i δτττ
0

11  (24) 

 

gdzie ( )tδ  oznacza delt� Diraca, a funkcje ( )tgi , 4321 ,,,=i , odpowiadaj�ce przy-
padkom (i)-(iv), s� nast�puj�ce: 
 

 (i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τττ dtfftftftg
t

−++= � 3
0

2321  

 

 (ii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τττ dthhththtg
t

−++= � 2
0

1212  

 

 (iii) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �
�

�
�
�

�
−++−= �

t
dthh

r
thuthrutg

0
35

2
3

433443 2
τττ  

 

 (iv) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �
�

�
�
�

�
−+−−= �

t
dthh

r
thrthrrtg

0
56

2
3

716244 2
τττ  

gdzie: 
 

 ( ) ( ) ( )[ ]tuItuIeuth tu
1110

2
11 +=  
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 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]trJrtrJzreth tr
1111032

2
2 −−=  

 

 ( ) ( )tuIeth i
tu

i 3
4

3 =+ ,  10,=i  
 

 ( ) ( ) ( )[ ]trJtrJeth tr
3230

4
5 +=  

 

 ( ) ( )trJeth i
tr

i 1
2

6 =+ , 10,=i  
 

 ( ) 2231 zzu −= , ( ) 2232 zzu += , ( ) 2233 ssu −= , ( ) 2234 ssu +=  
 

 ( )21 sImr = , ( )22 sRer = , ( )23 zImr = , ( )24 zRer =  
 

natomiast ( )xJ n  oznacza funkcj� Bessela pierwszego rodzaju n-tego rz�du. 
 

Dowód twierdzenia [Stankiewicz 2000] bazuje na odpowiednim rozwini�ciu funkcji 
( )sY  (23) w ka�dym z przypadków (i)-(iv) w szereg pot�gowy Newtona, wykorzystuje 

własno�ci funkcji Bessela i całkowego przekształcenia Laplace'a.  
 

Na podstawie równo�ci (21) i (24) wykorzystuj�c twierdzenie Borela o transformacie 
splotu funkcji oraz selektywno�� delty Diraca ( )tδ  mamy: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) τττ dtZUMtUMtW
t

−+= �
0

22  

 

St�d, wobec (19), oryginał transformaty modułu relaksacji �cinania ( )sG1  dany jest 
wzorem: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τττ dtZUMtUMtUtG
t

−−−= �
0

2211  

 

Na podstawie (1) moduł odkształcenia postaciowego ( )tG   
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τττ dtZUMtUMtUtG
t

−−−= �
0

221 2
1

2
1

2
1

 (25) 

 

a uwzgl�dniaj�c (2) oraz (4) otrzymujemy wzór na moduł odkształcenia obj�to�ciowego 
( )tK  

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τττ dtZUMtUMtUtXtK
t

−++−= �
0

221 3
2

3
2

3
2
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WYNIKI I DYSKUSJA 

Dwustopniowy algorytm identyfikacji 
Moduły odkształcenia postaciowego ( )tG  i obj�to�ciowego ( )tK  mo�na wyznaczy� 

na podstawie podwójnego testu relaksacji napr��e�, stosuj�c nast�puj�c� procedur�: 

Stopie� 1: Identyfikacja jednoosiowych funkcji relaksacji napr��e�. 
Krok 1. Przeprowad� eksperyment i wyznacz zbiory pomiarów ( ){ }iE tF  i ( ){ }iX tF  

sił reakcji próbek w stanach jednoosiowego napr��enia i jednoosiowego odkształcenia  
przeprowadzonych w stałych odst�pach czasu ∆ , tzn. dla ∆itt mi += , 

110 −= Ni ,,, � . 
Krok 2. Utwórz macierze i wektory pomiarów EW , XW  oraz EU  i XU  o strukturze 

(15) a nast�pnie wyznacz wektory  
 

 ( ) �
�

�
�
�

�
==

−

2

11

E

E
E

T
EE

T
EE p

p
UWWWp    i  ( ) �

�

�
�
�

�
==

−

2

11

X

X
X

T
XX

T
XX p

p
UWWWp  

 

Krok 3. Oblicz pierwiastki 1Eq  i 21 EE qq <  oraz 1Xq  i 21 XX qq <  równa� kwadra-
towych 
 

 012
2 =++ EEEE pqpq   i  012

2 =++ XXXX pqpq  
 

a nast�pnie wyznacz wykładniki 
 

 ( ) ∆111 Eqlnb −= , ( ) ∆212 Eqlnb −=  i ( ) ∆121 Xqlnb −= , ( ) ∆222 Xqlnb −=  
 

Krok 4. Utwórz macierze EQ  i XQ  oraz wektory pomiarów EÛ  i XÛ  o strukturze 
(18) a nast�pnie oblicz wektory parametrów liniowych 
 

 ( ) �
�

�
�
�

�
==

−

12

111

a

a
E

T
EE

T
EE UQQQa ˆ      i     ( ) �

�

�
�
�

�
==

−

22

211

a

a
X

T
XX

T
XX UQQQa ˆ  

 

Krok 5. Wyznacz parametry ( ) ( )[ ] 21211 ,,,, ==−= −
ijevplbaA mtjib

jijiji . 

Stopie� 2: Identyfikacja modułów ( )tG  i ( )tK . 
Krok 6. Wyznacz zera 321 zzz ,,  i bieguny 321 sss ,,  wyra�enia wymiernego ( )sY  

(22) a nast�pnie wyznacz moduł odkształcenia postaciowego ( )tG  zgodnie z wzorem 
(25) i moduł odkształcenia obj�to�ciowego ( ) ( ) ( ) 34 tGtXtK −= . 

 
Schemat dwustopniowych oblicze� przedstawiono na rysunku 1. Łatwo zauwa�y�, �e 

obliczenia w krokach 2–5 realizowane s� równolegle dla funkcji relaksacji ( )tE  oraz 
( )tX . 
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Rys. 1. Schemat algorytmu wyznaczania modułów ( )tG  i ( )tK  
Fig. 1. Flow chart of the scheme for determining ( )tG  and ( )tK  modulus 
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W procedurze wyznaczania modeli Maxwella, realizowanej na stopniu pierwszym, 
wszystkie obliczenia przeprowadzane s� na macierzach dwuwymiarowych. Zera i bie-
guny wyra�enia wymiernego ( )sY  mo�na wyznaczy�, stosuj�c znane wzory Cardana. 
Do wyznaczenia całek splotowych (24) i (25) mo�na zastosowa� standardowe metody 
całkowania numerycznego. 

Materiał badawczy i przebieg eksperymentu 
Badania eksperymentalne przeprowadzono na próbkach korzeni buraka cukrowego 

odmiany Oktawia. Z ka�dego korzenia wycinano dwie walcowe próbki o �rednicy i wy-
soko�ci l = 20 mm. Próbki były �ciskane wzdłu� osi z pr�dko�ci� 18330 −⋅= smmv ,  
o warto�� 0,8 mm, co odpowiadało odkształceniu 4%. Pierwsza próbka �ciskana była 
mi�dzy dwiema równoległymi płytkami w warunkach stanu jednoosiowego napr��enia. 
Drug� próbk� umieszczano w stalowym cylindrze uniemo�liwiaj�cym jej boczne od-
kształcenie i �ciskano poprzez przesuwanie tłoka w warunkach stanu jednoosiowego 
odkształcenia. Po osi�gni�ciu zało�onej warto�ci odkształcenia (po czasie stm 1= ) 
przerywano �ciskanie i zarejestrowano malej�c� w miar� upływu czasu sił� reakcji 
próbki w 240=N  punktach pomiarowych, rozło�onych równomiernie w przedziale 
czasu s1200 ÷ . Zakładaj�c, �e materiał obu próbek jest identyczny zastosowano 
przedstawion� procedur� identyfikacji. Przebieg zarejestrowanych sił reakcji próbek 
w stanie jednoosiowego napr��enia ( )tFE  i w stanie jednoosiowego odkształcenia 

( )tFX  oraz wyznaczone modele postaci (7a) i (7b) przedstawiaj�, odpowiednio, rysunki 
2a i 2b. Parametry modeli (7) i modeli Maxwella (6) wyznaczone w krokach 3, 4 i 5 
procedury identyfikacji zestawiono w tabeli 1. Przebieg jednoosiowych funkcji relaksa-
cji ( )tE  i ( )tX  opisanych modelami (6) przedstawia rysunek 3. Na rysunku 4a przed-

stawiono przebieg modułu odkształcenia postaciowego ( )tG , a na rysunku 4b przebieg 
modułu odkształcenia obj�to�ciowego ( )tK . 

( )tFE ,  N

t,  s
0 20 40 60 80 100 120

80

90

100

110

 

Rys. 2a. Przebiegi siły ( )tFE  reakcji cylindrycznej próbki korzenia buraka cukrowego Oktawia 
w stanie jednoosiowego napr��enia: uzyskany eksperymentalnie (linia przerywana) oraz 
wyznaczony na podstawie modelu (linia ci�gła)  

Fig. 2a. Reaction force ( )tFE  of the cylindrical specimens of a sample of the sugar beet Oktawia 
root in the state of uniaxial stress: experimental results (dash line) and model predictions 
(solid line)  
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Tabela 1. Parametry ija , ijb  oraz ijA  modeli (6) i (7)  

Table 1. The parameters ija , ijb  and  ijA  for (6)  and  (7) models 

Parametry liniowe modeli (7) Wykładniki Parametry liniowe modeli Maxwella (6) 

Na 15216,611 =  1
11 29610 −= sb ,  MPaA 1,466511 =  

Na 73518512 ,=  1
12 0006550 −= sb ,  MPaA 5518612 ,=  

Na 577918421 ,=  1
21 78190 −= sb ,  MPaA 24930221 ,=  

Na 134425022 ,=  1
22 0016860 −= sb ,  MPaA 12491922 ,=  
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Rys. 2b. Przebiegi siły ( )tFX  reakcji próbki korzenia buraka cukrowego Oktawia w stanie jed-
noosiowego odkształcenia: uzyskany eksperymentalnie (linia przerywana) oraz wyzna-
czony na podstawie modelu (linia ci�gła)  

Fig. 2b. Reaction force ( )tFX  of the cylindrical specimens of a sample of the sugar beet Ok-
tawia root in the state of uniaxial strain: experimental results (dash line) and model pre-
dictions (solid line)  
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t,  s  

Rys. 3. Jednoosiowe funkcje relaksacji ( )tE  (linia przerywana) i ( )tX  (linia ci�gła) próbki ko-
rzenia buraka cukrowego  

Fig. 3. Uniaxial relaxation functions ( )tE  (dash line) and ( )tX  (solid line) of a sample of the 
sugar beet root 
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PODSUMOWANIE 

W pracy przedstawiono kompletny algorytm wyznaczania zmiennych w czasie mo-
dułów odkształcenia postaciowego i obj�to�ciowego materiałów lepkospr��ystych na 
podstawie uzyskanych eksperymentalnie czasowych przebiegów  funkcji  relaksacji  ba- 
 

0 20 40 60 80 100 120
2

2.5

3

( )tG ,  MPa

t,  s  

Rys. 4a. Zmienny w czasie moduł odkształcenia postaciowego ( )tG  próbki korzenia buraka 
cukrowego Oktawia  

Fig. 4a. Time-dependent shear modulus ( )tG  of a sample of the sugar beet Oktawia root 
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Rys. 4b. Zmienny w czasie moduł odkształcenia obj�to�ciowego ( )tK  próbki korzenia buraka 
cukrowego Oktawia  

Fig. 4b. Time-dependent bulk modulus ( )tK  of a sample of the sugar beet Oktawia root 

danego materiału w stanie jednoosiowego odkształcenia i napr��enia, w którym wszyst-
kie obliczenia realizowane s� na podstawie nieiteracyjnych formuł analitycznych. Mimo 
�e procedura identyfikacji została opracowana z my�l� o materiałach biologicznych, 
mo�e ona znale�� zastosowanie do badania własno�ci dowolnych o�rodków liniowo 
lepkospr��ystych. 
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A  SCHEME  FOR  IDENTIFICATION  OF  TIME-VARIABLE  SHEAR   
AND  BULK  MODULUS  OF  PLANT  VISCOELASTIC  MATERIALS  

Abstract. The aim of the paper is to investigate a computer identification algorithm for 
determining the time-varying shear and bulk modulus of linear viscoelastic materials 
based on experimentally obtained stress and strain uniaxial relaxation functions of an cy-
lindrical specimens of the tested material is proposed. On the first stage of the identifica-
tion procedure the models of the uniaxial relaxation functions are determined and next, on 
the second stage, the shear and bulk modulus are computed. It is proved that if four pa-
rameter Maxwell models are used to approximate the uniaxial relaxation functions, then 
the shear and bulk modulus can be given as a linear combination of exponential functions 
and multiple convolution integrals of original and modified Bessel functions. For least 
squares identification of uniaxial relaxation functions by positive sums of exponentials the 
Prony's method is applied. Applying the scheme proposed the time-dependent shear and 
bulk modulus of the beet sugar root samples are computed using discrete time-
measurements of the force relaxation of an unconfined and of a laterally constrained cy-
lindrical specimens of the material obtained in double independent stress relaxation tests. 
 
Key words: viscoelasticity, stress relaxation test, shear and bulk modulus, identification 
algorithm, Bessel functions 
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