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ALGORYTM IDENTYFIKACJI CI�GŁEGO SPEKTRUM 
CZASÓW RELAKSACJI BIOLOGICZNYCH MATERIA-
ŁÓW LEPKOSPR��YSTYCH 

Anna Stankiewicz 

Streszczenie. Celem pracy było opracowanie algorytmu wyznaczania ci�głego spektrum 
czasów relaksacji materiałów lepkospr��ystych na podstawie uzyskanych eksperymental-
nie czasowych przebiegów liniowych modułów relaksacji. Zaproponowano nowy algo-
rytm identyfikacji spektrum relaksacji oparty na przybli�eniu modułu relaksacji sko�czo-
nym szeregiem zmodyfikowanych funkcji Bessela. Przeprowadzona analiza własno�ci al-
gorytmu, w szczególno�ci analiza jego zbie�no�ci oraz dokonana ocena bł�du modelu 
a tak�e przeprowadzone badania numeryczne wskazuj�, i� opracowana metoda jest do-
kładnym i łatwym w implementacji narz�dziem wyznaczania spektrum czasów relaksacji. 
Algorytm mo�e znale�� zastosowanie do badania własno�ci mechanicznych zarówno wy-
soko uwodnionych materiałach ro�linnych poddawanych ró�nego typu obci��eniom, jak 
i ró�norodnych roztworów wodnych stosowanych w przemy�le rolno-spo�ywczym. 

Słowa kluczowe: lepkospr��ysto��, spektrum czasów relaksacji, identyfikacja, zmodyfi-
kowane funkcje Bessela 

WST�P 

Jako�� �ywno�ci jest warto�ci� istotn� zarówno dla konsumentów, jak i dla przemy-
słu rolno-spo�ywczego. Konsumenci oczekuj� produktów �ywno�ciowych wysokiej 
jako�ci, od�ywczych i bezpiecznych. Wysoka jako�� produktów spo�ywczych gwaran-
tuje dochodowo�� całego ła�cucha produkcyjnego pocz�wszy od uprawy, poprzez prze-
twarzanie i produkcj�, ko�cz�c na sprzeda�y. O jako�ci produktów spo�ywczych decy-
duje nie tylko adekwatny system zapewniania jako�ci oraz optymalny system sterowa-
nia z reguły zło�onym procesem przetwórczym, ale tak�e jako�� przetwarzanych su-
rowców. Materiały ro�linne, b�d�ce przedmiotem produkcji rolniczej, nara�one s� na 
ró�nego typu obci��enia mechaniczne podczas całego procesu produkcyjnego pocz�w-
szy od zbioru, poprzez magazynowanie, a sko�czywszy na operacjach przerobu w za-
kładach przetwórczych. Szczególnie nara�one na uszkodzenia s� materiały o znacznej 
masie i wysokim turgorze w stanie dojrzało�ci. Dotyczy to zarówno owoców (jabłka, 
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gruszki) i warzyw korzeniowych (marchew, ziemniaki) jak i ro�lin przemysłowych, 
takich jak burak cukrowy. Udary i długotrwałe obci��enia o charakterze statycznym, 
powstaj�ce ju� w fazie zbioru i magazynowania, powoduj� du�e straty masowe, a tak�e 
znaczne straty warto�ci od�ywczych i handlowych. Uzasadnia to konieczno�� poznania 
wła�ciwo�ci mechanicznych materiałów ro�linnych oraz powi�zania ich z parametrami 
okre�laj�cymi wymagania jako�ciowe przemysłu spo�ywczego. Badania nad mechanik� 
uszkodze�, analiza stanów napr��e� i odkształce� w materiałach ro�linnych, dost�pno�� 
nowoczesnych technik pomiarowych oraz rozbudowanych struktur gromadzenia 
i przetwarzania danych umo�liwiaj� tworzenie i weryfikacj� szybkich eksperymental-
nych metod oceny on-line tych materiałów. Ocena ilo�ciowa zmian mechanicznych 
zachodz�cych w przetwarzanych materiałach umo�liwia bie��c� kontrol� zgodno�ci 
z warto�ciami dopuszczalnymi, stanowi tak�e istotn� informacj� dla systemu sterowania 
produkcj�, umo�liwia bowiem tak� jego adaptacj�, która pozwala osi�gn�� po��dan� 
jako�� produktu finalnego. 

Z punktu widzenia wielu zastosowa�, w szczególno�ci analizy przebiegu i skutków 
obci��e� mechanicznych, materiały ro�linne mog� by� traktowane jako liniowo lepko-
spr��yste [De Baerdemeaker i Segerlind 1976, Chen i Chen 1986, Chen 1994, Gołacki 
1998]. Pełn� informacj� o własno�ciach mechanicznych materiału lepkospr��ystego 
niesie jego spektrum relaksacji [Christensen 1971, Syed Mustapha i Phillips 2000]. 
Znaj�c spektrum relaksacji mo�na łatwo wyznaczy� inne charakterystyki materiałów 
lepkospr��ystych: moduł �ci�liwo�ci obj�to�ciowej, moduł odkształcenia postaciowego 
lub funkcj� pełzania. Spektrum czasów relaksacji umo�liwia tak�e weryfikacj� zgodno-
�ci danych pochodz�cych z ró�nych eksperymentów, np. testu relaksacji i testu pełzania 
w oparciu o tzw. sprawdzanie krzy�owe [Winter 1997, Malkin i Masalova 2001]. Dla 
materiałów ro�linnych porównanie przebiegów rozkładów g�sto�ci czasów relaksacji, 
otrzymanych dla materiałów o ró�nej wilgotno�ci, turgorze lub obci��e� realizowanych 
w ró�nych warunkach, pozwala na ilo�ciow� analiz� skutków mechanicznej ingerencji 
w materiał podczas testu [Hellebrand 1995]. Znajomo�� spektrum relaksacji umo�liwia 
tak�e przewidywanie zachowania si� badanych materiałów w warunkach ró�nych  
obci��e�. 

Spektrum relaksacji nie jest wprost dost�pne pomiarowo, musi wi�c by� wyznaczane 
na podstawie pomiarowo dost�pnych charakterystyk materiałów. Jest to jeden z kla-
sycznych problemów reologii. Wi�kszo�� znanych w literaturze metod wyznaczania 
spektrum relaksacji, opracowanych głównie dla polimerów, bazuje na danych zgroma-
dzonych w wyniku testu, w którym materiał poddawany jest odkształceniom oscylacyj-
nym o małej amplitudzie w dostatecznie du�ym zakresie cz�stotliwo�ci, a wi�c wyko-
rzystuje charakterystyki cz�stotliwo�ciowe, np. [Orbey i Dealy 1991, Elster i in. 1991, 
Brabec i in. 1997, Paulson i in. 2000]. Tylko kilka metod przeznaczonych do badania 
materiałów ro�linnych opartych jest o pomiary przeprowadzane w dziedzinie czasu [Ter 
Haar 1950, Fujihara i in. 1995, Hellebrand 1995]. W metodzie Ter Haara spektrum 
relaksacji przybli�ane jest prost� funkcj� pierwszej pochodnej modułu relaksacji. Meto-
da Fujihary i in. oparta jest na aproksymacji spektrum relaksacji kombinacj� dwu funk-
cji wykładniczych. Metody te nie gwarantuj� wyznaczenia spektrum relaksacji z zada-
walaj�c� dokładno�ci�, przede wszystkich jednak nie uwzgl�dniaj� złego uwarunkowa-
nia zadania identyfikacji spektrum relaksacji, co praktycznie uniemo�liwia ich zastoso-
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wanie w przypadku zakłóconych danych pomiarowych. W tej pracy zaprezentowano 
now� metod� wyznaczania spektrum czasów relaksacji na podstawie czasowych prze-
biegów modułów relaksacji zgromadzonych w standardowym te�cie relaksacji napr��e� 
[Derski i Ziemba 1968, Chen i Chen 1986, Gołacki 1998], zapewniaj�c� dobre przybli-
�enie spektrum relaksacji zarówno dla dokładnych, jak i zakłóconych pomiarów modułu 
relaksacji. 

MATERIAŁ I METODY 

Spektrum czasów relaksacji 

W zakresie niewielkich deformacji zwi�zek mi�dzy napr��eniem ( )tσ  a odkształce-
niem ( )tγ  w materiale lepkospr��ystym opisuje całkowe równanie konstytutywne opar-
te na zasadzie superpozycji Boltzmanna [Derski i Ziemba 1968, Christensen 1971] 
 

 ( ) ( ) ( ) λλγλ−=σ �
∞−

dtGt
t

�   

 

gdzie ( )tG  jest liniowym modułem relaksacji w pełni scharakteryzowanym dla danego 
materiału poprzez spektrum czasów relaksacji ( )τH [Ter Haar 1950, Christensen 1971] 
 

 ( ) ( ) ττ= τ−∞

� deHtG
t

0
 (1) 

 

Funkcja ( )τH , opisuj�ca rozkład czasów τ  relaksacji, charakteryzuje frakcj� ele-
mentów uogólnionego ci�głego modelu Maxwella o czasach relaksacji zawartych po-
mi�dzy τ  a τ+τ d . 

Identyfikacja spektrum relaksacji ( )τH  sprowadza si� do numerycznego problemu 
wyznaczenia rozwi�zania całkowego równania Fredholma 1-go rodzaju (1) na podsta-
wie danych pomiarowych. Jak wiadomo zadanie to jest �le postawionym problemem 
odwrotnym [Groetsch 1993], jego rozwi�zanie wymaga stosowania specjalnych metod. 
W tej pracy zaproponowano metod� identyfikacji spektrum relaksacji, w której moduł 
relaksacji ( )tG  przybli�a si� sko�czonym szeregiem zmodyfikowanych funkcji Besse-
la, szeroko stosowanych w fizyce [Tichonow i Samarski 1963] i technice [W�grzyn 
1958], znajduj�cych tak�e zastosowanie do opisu własno�ci o�rodków lepkospr��ystych 
[Gołacki i Stankiewicz 2002]. 

Aproksymacja spektrum relaksacji  

Niech funkcja ( ) ( )∞∈τ ,0LH 2 . Zbiór liniowo niezale�nych funkcji  
 

 { } 0,,e,e,e 2 >αττ ατ−ατ−ατ−
�  (2) 
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tworzy baz� przestrzeni ( )∞,0L2  [Tichonow i Samarski 1963], funkcj� ( )τH mo�na 
wi�c rozwin�� w niesko�czony szereg funkcyjny  
 

 ( ) �
∞

=

ατ−τ=τ
0k

k
k egH  

 

Spektrum relaksacji ( )τH  mo�na przybli�y� za pomoc� K pierwszych składników 
tego szeregu, czyli szeregiem sko�czonym postaci 
 

 ( ) �
−

=

ατ−τ=τ
1K

0k

k
kK egH  (3) 

 

co oznacza przybli�enie modułu relaksacji ( )tG  funkcj�  
 

 ( ) ( ) ( )��
−

=

τ−∞
αφ=ττ=

1K
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t

0
KK ,tgdeHtG  (4) 

gdzie 

 ( ) ττ=αφ τ−∞
ατ−

� dee,t
t

0

k
k  (5) 

 

Podstawowe znaczenie dla konstrukcji algorytmu identyfikacji spektrum czasów re-
laksacji ma nast�puj�ce twierdzenie, dowód twierdzenia podano w Dodatku A. 

Twierdzenie 1. Niech 0k ≥ , 0>α  i 0t > . Zachodzi równo�� 
 

 ( ) ( )α
α

=αφ ++

+
t2K

t
2,t 1k1k

1k

k  (6) 

 

gdzie ( )xKk  jest zmodyfikowan� funkcj� Bessela drugiego rodzaju.  
Problem przybli�ania spektrum czasów relaksacji ( )τH  szeregiem ( )τKH  postaci 

(3) został wi�c sprowadzony do problemu aproksymacji modułu relaksacji ( )tG  sko�-
czonym szeregiem funkcji Bessela postaci  
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Funkcje Bessela ( )xKk  dla argumentu x rzeczywistego mo�na przybli�y� wyra�e-
niem asymptotycznym [Tichonow i Samarski 1963] 
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wobec tego  
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Funkcje ( )αφ ,tk  w szeregu (7) malej� wi�c wykładniczo dla ∞→t , co dobrze od-
daje własno�ci asymptotyczne modułów relaksacji wyznaczonych według uogólnionego 
dyskretnego modelu Maxwella, jak i rejestrowanych do�wiadczalnie [Chen i Chen 
1986, Gołacki 1998]. 

Problem identyfikacji 

Załó�my, �e przeprowadzono sko�czony eksperyment dyskretny, którego rezultatem 
jest zbiór pomiarów modułów relaksacji ( ) ( ) ( )iii tztGtG +=  w chwilach czasu 

0t i > , N,,1i �= , gdzie ( )itz  jest addytywnym bł�dem pomiarowym. 
Jako miar� dokładno�ci modelu (4), lub równowa�nie (7), mo�na przyj�� wska�nik 

kwadratowy  
 

 ( ) ( ) ( )[ ]�
=

−=
N

1i

2
iKiKN tGtGQ g  (8) 

 

gdzie [ ]T1K0K gg −= �g  jest K elementowym wektorem nieznanych współczynni-
ków w modelu (3) lub (4). Wprowadzaj�c notacj� wektorowo-macierzow�  
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wska�nik jako�ci (8) mo�na zapisa� w postaci 
 

 ( ) 2
KKNNKNQ gGg ,ΦΦΦΦ−=  (9) 

 

gdzie ⋅  oznacza norm� euklidesow� w przestrzeniach NR  i KR . 

Problem identyfikacji spektrum czasów relaksacji w klasie funkcji ( )τKH  postaci 
(3) sprowadza si� wi�c do rozwi�zania nast�puj�cego zadania optymalizacji: 
 

 ( )
��
�

��
� −=

∈

2
KKNNKN

R
Qmin

K
K

gGg ,
g

ΦΦΦΦ  (10) 

 

Przybli�enie funkcji ( )τH  szeregiem ( )τKH  (3) ogranicza zbiór rozwi�za� dopuszczalnych 

do sko�czenie wymiarowej podprzestrzeni { } ( )∞⊂ττ ατ−−ατ−ατ− ,0Le,,e,eLin 2
1K

� . 
W konsekwencji problem identyfikacji ci�głego spektrum czasów relaksacji został 
sprowadzony do dyskretnego problemu najmniejszej sumy kwadratów (10). Własno�ci 
funkcji ( )αφ ,tk  (6) powoduj� jednak, �e macierz KN,ΦΦΦΦ  w zadaniu (10) jest �le uwa-

runkowana nawet dla niewielkich warto�ci N i K. Oznacza to, �e nawet rozwi�zanie 

normalne (o minimalnej normie) zadania (10) NKN
N
K Gg ,

+= ΦΦΦΦ , gdzie +
KN,ΦΦΦΦ oznacza 

pseudoodwrotno�� Moore’a-Penrose’a macierzy KN,ΦΦΦΦ , jest nieci�gł� i nieograniczon� 
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funkcj� wektora danych pomiarowych NG  i nawet bardzo małe bł�dy w pomiarach 
mog� spowodowa� dowolnie du�e zmiany rozwi�zania. Zadanie (10) jest wi�c �le po-
stawione w sensie Hadamarda [Groetsch 1993]. Remedium mo�e by� taka modyfikacja 
funkcji celu w zadaniu (10), która bez zmiany dziedziny zadania prowadzi do zadania 
dobrze postawionego o rozwi�zaniu bliskim rozwi�zania zadania oryginalnego, czyli 
jego regularyzacja. 

Regularyzacja 

Tichonow [Tikhonov 1963] zaproponował metod� regularyzacji polegaj�c� na stabi-
lizacji rozwi�zania zadania (10) poprzez minimalizacj� zmodyfikowanego wska�nika 
jako�ci 
 

 ��

�
��

� β+−
∈

2
K

2
KKNN

R K
K

min ggG ,
g

ΦΦΦΦ  (11) 

 

gdzie 0>β  jest parametrem regularyzacji.  
Drugi kwadratowy składnik sumy minimalizowanej w zadaniu (11) spełnia rol� 

funkcji kary. 
Zadanie (11) jest dobrze uwarunkowane i ma jednoznaczne rozwi�zanie, ci�głe za-

równo wzgl�dem KN,ΦΦΦΦ  jak i NG , dane wzorem 
 

 ( ) N
T

KN
1

KK,KN
T

KNK GIg ,,, ΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ
−β β+=  (12) 

 

gdzie KK,I  jest KK ×  wymiarow� macierz� jednostkow�. 

Wzór (12) ma znaczenie głównie teoretyczne, do konstrukcji algorytmu numerycz-
nego wyznaczania macierzy odwrotnej w (12) mo�na zastosowa� technik� dekompozy-
cji wzgl�dem warto�ci szczególnych, w skrócie SVD [Kaczorek 1998]. Niech  
 

 T
KN

T
KNKK, VV,, ΣΣΣΣΦΦΦΦΦΦΦΦΨΨΨΨ ==  (13) 

 

b�dzie rozkładem SVD symetrycznej macierzy KK,ΨΨΨΨ , KK,R∈V  jest macierz� orto-

normaln�, ( ) KK,
r1 R00diag ∈σσ= ,,,,, ��ΣΣΣΣ  jest macierz� utworzon� z warto�ci 

szczególnych r1 σσ ,,�  macierzy KK,ΨΨΨΨ , ( )KK,r ΨΨΨΨrz�d= . W oparciu o (12) i (13), 

uwzgl�dniaj�c ortonormalno�� V oraz diagonaln� struktur� macierzy 
( )KK,Iβ+=β ΣΣΣΣΩΩΩΩ , otrzymuje si� 

 

 N
T

KN
T1

K GVVg ,ΦΦΦΦΩΩΩΩ−
β

β =  (14) 
 

gdzie  
 

 ( ) ( )( )βββ+σβ+σ=−
β 1111diag r1

1 ,,,,, ��ΩΩΩΩ  (15) 
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WYNIKI  I  DYSKUSJA 

Analiza 

Zastosowanie regularyzacji Tichonowa słu�y stabilizacji algorytmu wyznaczania 
wektora β

Kg  (12), ocen� skuteczno�ci tego podej�cia umo�liwia nast�puj�ca własno��. 

Niech T
1KN VU, ΣΣΣΣΦΦΦΦ =  b�dzie rozkładem SVD macierzy KN,ΦΦΦΦ , macierz V jest 

to�sama z macierz� V w rozkładzie (13) macierzy KK,ΨΨΨΨ , ortonormalna macierz 
NN,R∈U , macierz ( ) KN,

r11 R00diag ∈σσ= ,,,,, ��ΣΣΣΣ  [Kaczorek 1998].  

Własno�� 1. Niech 0>α  oraz 0>β . Dla β
Kg  zachodzi równo�� 
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oraz oszacowanie 
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+
β+σ

σ
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gdzie [ ]N1 uuU �= , ( ) ( )[ ]TN1N tztz �=z  i ( ) ( )[ ]TN1N tGtG �=G . 
 

Dowody równo�ci (16) i nierówno�ci (17) wynikaj� wprost ze wzoru 

N
T

1
1

K GUVg ΣΣΣΣΩΩΩΩ−
β

β = , diagonalnej struktury macierzy 1−
βΩΩΩΩ  (15) oraz 1ΣΣΣΣ  i ortonor-

malno�ci macierzy U i V. 

Norma β
Kg  jest malej�c� funkcj� parametru regularyzacji β  i N

KK gg =β  dla 

0=β . 
Poniewa� { }0:min0 iir >σσ=σ<  z równo�ci (16) wynika nast�puj�ce oszaco-

wanie 
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Norma β
Kg  ro�nie wi�c nieograniczenie, gdy zarówno β  jak i rσ  d��� do zera. 

Dla 0=β  (rozwi�zanie niezregularyzowane) je�li warto�� szczególna rσ  jest mała, 

w szczególno�ci gdy +→σ 0r  zachodzi 
( )

( ) ( ) ∞→
σ

=
β+σ

σ 2
N

T
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r

2
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T
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r

r 1 GuGu . 

Nawet bardzo małe wahania wektora danych NG  powoduj� wówczas bardzo du�e 

przyrosty β
Kg , czyli du�e wahania wektora β

Kg  – problem jest wtedy �le postawiony. 

Dla 0>β , gdy +→σ 0r  zachodzi 
( )

( ) +→
β+σ

σ
0

2
N

T
r2

r

r Gu . Równocze�nie mia-
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nownik ka�dego ze składników sumy w (16) jest wówczas sko�czony, ograniczony 
i wygładzony jest wi�c tak�e wektor β

Kg . Równo�� (16) i oszacowanie (18) ilustruj� 
wi�c mechanizm regularyzacji.  

Ocen� wpływu parametru regularyzacji β  na jako�� modelu (4) z wektorem β
Kg  

umo�liwia nast�puj�ca własno��, jej słuszno�� wynika wprost ze wzorów (9) 
i N

T
1

1
K GUVg ΣΣΣΣΩΩΩΩ−

β
β = . 

Własno�� 2. Niech 0>α  oraz 0>β . Dla β
Kg  zachodzi równo�� 
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T
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r
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N
KNKN QQ Gugg �

=

β
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β+=  (19) 

lub równowa�nie 

 ( ) ( )
( )

( )2N
T

i

r
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2
N
KNKN QQ Gygg �

=

β

σσ+β
β+=  (20) 

 

gdzie [ ]K1
T

KN1 yyVUY , �=== ΦΦΦΦΣΣΣΣ . 
 

Wska�nik jako�ci identyfikacji ( )β
KNQ g  jest wi�c rosn�c� funkcj� parametru regula-

ryzacji β . W oparciu o równo�� (20) zachodzi oszacowanie  
 

 ( ) ( ) ( )2N
T

i

r

1i
3

i

2
N
KNKN QQ Gygg �

=

β

σ
β+<  

Dla dowolnego 0>α  bł�d modelu zregularyzowanego ββ −= KKNNKN gGe ,, ΦΦΦΦ  d�-

�y wi�c do bł�du modelu normalnego N
KKNN

N
KN gGe ,, ΦΦΦΦ−=  liniowo ze wzgl�du na 

β , gdy +→β 0 . 

Dobór parametru regularyzacji 

Na podstawie (19) zachodzi ( ) ( )N
KNKN QQ gg >β , stabilizacja rozwi�zania odbywa 

si� wi�c kosztem pogorszenia jako�ci wyznaczonego modelu. Naturaln� strategi� dobo-
ru parametru regularyzacji β  jest taki jego dobór, aby gwarantował on zało�on� do-

kładno�� ( )N
KNN QQ gˆ >  aproksymacji modułu relaksacji, czyli aby ( ) NKN QQ ˆg =β lub, 

uwzgl�dniaj�c równo�� (20) 
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( ) N
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N
T

i

r
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2
N
KN QQ ˆGyg =

σσ+β
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 (21) 

gdzie 
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Q GyGg �

= σ
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Wska�nik ( )β
KNQ g  jest dla 0>β  monotonicznie rosn�c� funkcj� argumentu β , 

równanie (21) posiada wi�c dla 0>β  jednoznaczne rozwi�zanie β�, do jego wyzna-
czenia mo�na zastosowa� dowoln� metod� numeryczn� rozwi�zywania równa� nieli-
niowych, np. gwarantuj�c� kwadratow� zbie�no�� metod� Newtona, bowiem równie� 
pochodna lewej strony równania (21) dana jest prost� formuł� analityczn�. 

Interpretacj� przedstawionej reguły oraz wa�n� własno�� uzyskanego rozwi�zania  
 

 β=
ˆ

gĝ KK  (23) 
 

podaje nast�puj�ce twierdzenie, jego dowód zamieszczono w Dodatku B. 

Twierdzenie 2. Niech 0>α  oraz ( )N
KNN QQ gˆ > . Rozwi�zanie zregularyzowane Kĝ  

okre�lone warunkami (21) i (23) jest jedynym rozwi�zaniem zadania optymalizacji  
 

 ( ) NKN
2

K
R

QQiu ograniczenprzy min
K

K

ˆgg
g

≤β

∈
 (24) 

 

Z twierdzenia 2 wynika, �e dobór parametru regularyzacji zgodnie z reguł� (21), 
gwarantuj�c zało�on� dokładno�� dopasowania modelu do danych eksperymentalnych, 

oznacza wybór w�ród wszystkich rozwi�za� spełniaj�cych warunek ( ) NKN QQ ˆg ≤  

rozwi�zania o minimalnej normie, czyli najlepsze wygładzenie wektora Kĝ . 
Dla dowolnego ( )τKH postaci (3) zachodzi 
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a st�d, w oparciu o równowa�no�� norm w sko�czenie wymiarowej przestrzeni KR , 
zachodzi oszacowanie 
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K
e
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Wygładzenie rozwi�zania β
Kg  problemu dyskretnego (11) gwarantuje wi�c równo-

cze�nie ograniczenie fluktuacji spektrum relaksacji ( )τKH  dla dowolnej warto�ci czasu 
relaksacji 0≥τ . Dla spektrum 
 

 ( ) �
−

=

ατ−τ=τ
1K

0k

k
kK egH ˆˆ  (26) 

 

górne oszacowanie ( )τKH  dane praw� stron� nierówno�ci (25) jest najmniejsze 
w zbiorze funkcji ( )τKH postaci (3) gwarantuj�cych zało�on� dokładno�� identyfika- 

cji NQ̂ . 
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W literaturze znanych jest kilka reguł doboru parametru regularyzacji, ich przegl�d 
podaj� Groesch [1993] oraz George i Nair [1994]. Cz��� z nich kładzie nacisk na war-

to�� normy β
Kg , inne uwzgl�dniaj� warto�� wska�nika jako�ci modelu, czyli miary 

jego niezrównowa�enia i stanowi� modyfikacje zasady niezrównowa�enia Morozowa 
[1966]. Reguł� omówion� powy�ej mo�na tak�e traktowa� jako pewn� modyfikacj� tej 
zasady. 

Zbie�no�� 

Rozwi�zanie zregularyzowane Kĝ  stanowi oczywi�cie jedynie przybli�enie rozwi�-
zania normalnego wyj�ciowego zadania najmniejszych kwadratów (10), które mo�na by 

uzyska� dla dokładnych pomiarów modułu relaksacji NKN
N
K Gg ,

+= ΦΦΦΦ . Dokładno�� 

przybli�enia zale�y w szczególno�ci od zakłóce� w pomiarach modułu relaksacji, jej 
ocen� umo�liwia nast�puj�ca własno��. 

Własno�� 3. Niech 0>α . Bł�d rozwi�zania zregularyzowanego Kĝ  spełnia nierów-
no��  
 

 ( )
��
�

��
� +−

σ
<− N

N
KNN

r

N
KK QQ

1 zgˆgĝ  

 

Wektor współczynników Kĝ  d��y wi�c do wektora normalnego N
Kg , liniowo ze 

wzgl�du na Nz , gdy równocze�nie ( ) +→− 0QQ N
KNN gˆ  i +→ 0Nz .  

Algorytm  

Krok 1: Przeprowad� eksperyment (test relaksacji napr��e�) i zgromad� pomiary 
( )itG  modułu relaksacji w chwilach czasu 0t i > , N,,1i �= .  
Krok 2: Oblicz macierze KN ,ΦΦΦΦ  i KK,ΨΨΨΨ  a nast�pnie wyznacz rozkład SVD macierzy 

KK,ΨΨΨΨ . 

Krok 3: Oblicz ( )N
KNQ g  (22), dobierz dokładno�� identyfikacji ( )N

KNN QQ gˆ >  a na-

st�pnie wyznacz parametr regularyzacji β� rozwi�zuj�c równanie nieliniowe (21).  

Krok 4: Wyznacz macierz odwrotn� 1−
βΩΩΩΩ  (15). 

Krok 5: Wyznacz rozwi�zanie zregularyzowane Kĝ  według wzoru (14) dla β=β �. 

Krok 6: Wyznacz spektrum czasów relaksacji ( )τKH�  dane szeregiem funkcyjnym 
(26). 

Algorytm obliczeniowy mo�na tak�e oprze� o rozkład SVD KN ×  wymiarowej ma-
cierzy KN,ΦΦΦΦ , jednak zastosowania SVD KK ×  wymiarowej macierzy KK,ΨΨΨΨ  istotnie 

redukuje rozmiar zadania, zazwyczaj bowiem NK << . Rozkład SVD symetrycznej 
i dodatnio półokre�lonej KK,ΨΨΨΨ  jest to�samy z jej rozkładem spektralnym (czyli rozkła-
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dem wzgl�dem warto�ci własnych macierzy [Kaczorek 1998]), jednak dla niesyme-
trycznej macierzy KN,ΦΦΦΦ  rozkład spektralny nie istnieje, podczas gdy rozkład SVD jest 

dobrze okre�lony. Rozkład SVD macierzy KK,ΨΨΨΨ  jest z obliczeniowego punktu widzenia 

głównym etapem algorytmu. W literaturze znane s� metody numeryczne wyznaczania 
SVD, najcz��ciej stosowane algorytmy bazuj� na tzw. odbiciach Householdera. Proce-
dury SVD s� dost�pne w prawie ka�dym pakiecie obliczeniowym (np. w Mathcadzie 
i Matlabie). 

Badania numeryczne wskazuj�, �e najlepsze rezultaty gwarantuje dobór parametru 
[ ]101,∈α , im wi�ksze czasy relaksacji dominuj� w spektrum badanego materiału, 

tym mniejsz� warto�� nale�y nada� parametrowi α . W prawie wszystkich przetestowa-
nych przykładach dobór [ ]40,10K ∈  elementów szeregu (3) gwarantował zadawala-
j�c� jako�� aproksymacji. Badania numeryczne wskazuj� tak�e, �e metoda zapewnia 
dobre rezultaty w szerokim zakresie czasów relaksacji 32 1010 ≤τ≤− . 

Przykład numeryczny 

Dany o�rodek lepkospr��ysty, którego spektrum relaksacji opisane jest rozkładem 
Gaussa 
 

 ( ) ( )
	
	




�

�
�



�

ρ
τ−τ−

ρπ
=τ

2

2
o

2
exp

2

1
H  

 

z parametrami 10o =τ  i 2=ρ . Przebieg modułu relaksacji ( ) ( ) ( )tztGtG +=  

z addytywnymi zakłóceniami pomiarowymi ( )tz  o rozkładzie jednostajnym w przedzia-
le [ ]005.0,005.0−  przedstawia rysunek 1a.  

 
 (a)
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1
  (b)

( )τKĤ

( )τH

	, s
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 ( )itG , N·m-2

 
Rys. 1. Przebieg modułu relaksacji (rys. a) ( ) ( ) ( )iii tztGtG +=  z zakłóceniami pomiarowymi 

i spektrum czasów relaksacji (rys. b) ( )τH (linia ci�gła) i przybli�enie ( )τKH�  (linia prze-
rywana)  

 

Fig. 1. Relaxation modulus (fig. a) ( ) ( ) ( )iii tztGtG +=  corrupted by additive noise and relaxa-

tion time spectrum (fig. b) ( )τH  (solid line) and approximation ( )τKH�  (dash line) 
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Wyznaczono warto�ci modułu relaksacji ( )itG  w 150N =  punktach pomiarowych 
rozło�onych równomiernie w przedziale czasu 0–74.5 s. Dla rozwi�zania normalnego 

006464N
K .g = . Poniewa� ( ) 0010460Q N

KN .g = , przyj�to ( ) NKN QQ ˆg ≤ . Wyznaczo-

no 015.0�=β . Na rysunku 1b przedstawiono przebieg „rzeczywistego” spektrum ( )τH  

oraz przybli�enia ( )τKH� , norma 031840K .ĝ = . W przykładzie przyj�to 20K =  oraz 

1=α . 

PODSUMOWANIE 

Aproksymacja funkcji ( )τH  sko�czonym szeregiem funkcyjnym ( )τKH  postaci (3) 
pozwoliła sprowadzi� problem identyfikacji spektrum czasów relaksacji do statycznego 
problemu najmniejszych kwadratów. Zastosowanie funkcji bazowych postaci (2), dla 
których całki (4) dane s� zwart� formuł� analityczn�, pozwoliło tak�e, co szczególnie 
istotne w kontek�cie �le postawionego problemu odwrotnego, unikn�� bł�dów przybli-
�e� kwadratur numerycznego całkowania, wyst�puj�cych w znanych algorytmach 
[Groetsch 1993, Paulson i in. 2000] wyznaczania ci�głego spektrum relaksacji. Równo-
cze�nie własno�ci zmodyfikowanych funkcji Bessela gwarantuj� bardzo dobre dopaso-
wanie modelu (7) do danych do�wiadczalnych. Pokazano tak�e, i� wygładzenie rozwi�-
zania problemu zregularyzowanego gwarantuje wygładzenie wyznaczonego spektrum 
relaksacji. Wynik identyfikacji, czyli wyznaczone spektrum relaksacji, zale�y oczywi-
�cie zarówno od przyj�tego modelu (3), w szczególno�ci od K , przyj�tego kryterium 
jako�ci (9), jak i od konkretnych danych pomiarowych ( ){ }ii tG,t . Oszacowanie spek-
trum relaksacji asymptotycznie (dla ∞→N ) niezale�ne od momentów czasu { }it  
mo�na uzyska�, stosuj�c schemat apriorycznej randomizacji eksperymentu zapropono-
wany w pracy [Hasiewicz i Stankiewicz 1985]. Procedur� mo�na tak�e rozszerzy� 
o nadrz�dny moduł odpowiedzialny za dobór optymalnego parametru α , co prowadzi 
do dwupoziomowej struktury algorytmu identyfikacji [Stankiewicz 1995]. 

W wielu zastosowaniach [Derski i Ziemba 1968, Elster i in. 1991, Malkin i Masalova 
2001] istotne znaczenie ma równie� znajomo�� spektrum retardacji (opó�nienia) okre-
�laj�cego rozkład czasów retardacji materiałów lepkospr��ystych opisanych uogólnio-
nym modelem Kelvina [Derski i Ziemba 1968, Owens i Phillips 2002]. Je�eli znamy 
spektrum relaksacji badanego materiału, to jego spektrum retardacji mo�na wyznaczy�, 
stosuj�c algorytm przedstawiony w pracy [Baumgaertel i Winter 1989]. Do wyznacza-
nia spektrum retardacji na podstawie zakłóconych dyskretnych pomiarów czasowych 
przebiegów funkcji pełzania, zgromadzonych w standardowym te�cie pełzania [Derski 
i Ziemba 1968], mo�na tak�e, po niewielkich modyfikacjach, zastosowa� schemat iden-
tyfikacji zaproponowany w tej pracy. W odpowiednio zmodyfikowanym algorytmie 
funkcj� pełzania materiału lepkospre�ystego przybli�a si� sko�czonym szeregiem kom-
binacji liniowych zmodyfikowanych funkcji Bessela drugiego rodzaju oraz funkcji 
stałych. 
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Dodatek A 

Dowód Twierdzenia 1 przeprowadzimy nie wprost. Najpierw wyka�emy słuszno�� 

wzoru dla 0k = . Stosuj�c w całce (5) podstawienie η=τα et , otrzymujemy  
 

 ( ) ( ) η
α

=τ=αφ ��
∞

∞−

ηηα−τ−∞
ατ− dee

t
dee,t cosht2t

0
0  

 

St�d, uwzgl�dniaj�c parzysto�� funkcji ( )ηcosh  oraz równo�� 

( ) ( ) η= �
∞

∞−

η−η− de
2
1

xK kcoshx
k  [Tichonow i Samarski 1963], dostajemy 

 

 ( ) ( )α
α

=αφ t2K
t
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Załó�my teraz, �e równo�� (6) jest prawdziwa dla pewnego 0k ≥ . Łatwo spraw-
dzi�, �e 
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czyli uwzgl�dniaj�c (6)  
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Poniewa� dla funkcji Bessela zachodz� zwi�zki rekurencyjne ( ) ( )xKxK kk =−  oraz 

( ) ( ) ( )[ ]xKxK
2
1

xK 1k1kk +− +−=′  równo�� (A1) przyjmuje posta� 
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St�d uwzgl�dniaj�c wzór ( ) ( ) ( )[ ]xKxKxxKk2 1k1kk +− −−=  uzyskujemy ostatecz-
nie 
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Pokazali�my wi�c, �e równo�� (6) zachodzi tak�e dla 1k + . 
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Dodatek B 

Dowód Twierdzenia 2. Niech KK ĝg ≠  b�dzie rozwi�zaniem dopuszczalnym zada-

nia (24). Wówczas ( ) NKN QQ ˆg ≤ . Wektor β=
ˆ

gĝ KK  jest jednoznacznym rozwi�zaniem 

zadania (11) dla parametru β�, czyli dla ka�dego KK ĝg ≠  zachodzi nierówno�� 
 

 ( ) ( ) 2
KKN

2
KKN QQ gˆgĝˆĝ β+<β+  

 

lub uwzgl�dniaj�c, �e ( ) NKN QQ ˆĝ = , równowa�nie  
 

 ( ) ( ) ( )KNNKNKN
2

K
2

K QQQQ gˆgĝĝgˆ −=−>
��
�

��
� −β  (B1) 

 

Poniewa� ( ) NKN QQ ˆg ≤  z (B1) wynika nierówno�� 0
2

K
2

K >
��
�

��
� −β ĝgˆ , czyli 

dla ka�dego dopuszczalnego KK ĝg ≠  zachodzi
2

K
2

K ĝg > . Wektor Kĝ  jest wi�c 

jednoznacznym rozwi�zaniem zadania optymalizacji (24). 
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A SCHEME FOR IDENTIFICATION OF CONTINUOUS RELAXATION TIME 
SPECTRUM OF BIOLOGICAL VISCOELASTIC MATERIALS  

Abstract. The purpose of the paper is to investigate an algorithm for recovery of the con-
tinuous relaxation time spectrum of viscoelastic materials from time-measurements of lin-
ear relaxation modulus. A new identification scheme based on the least-squares approxi-
mation of relaxation modulus by finite serious of modified Bessel functions is proposed. 
The analysis of the scheme properties, in particular the convergence and model error 
analysis, as well as the numerical studies conducted indicates that the scheme proposed is 
an accuracy and easy implementable tool for recovery of the relaxation time spectra. The 
identification algorithm can be successfully applied to study the mechanical properties of 
highly hydrated plant materials subjected to various kinds of loading as well as different 
water solutions used in the food industry. 
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